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TRYGONOMETRYA 
ROZDZIAŁ 1% 


Teorya linij try gonometryczny ch. 


1. Kasay wielokąt moze bydz podzielony 
na trójkąty prowadząc przekątne do 
wszystkich jego wierzchołków , albó 
z wierzchołka jednego kąta, albo z pun- 
ktu wziętego na którymkolwiek boku; 
albo nakoniec z puńktu wziętego we- 
wnatrz wielokąta; znaiąc przeto wła- 
sności trójkąta i umiejąc wyrachować 
jego powierzchnią, poznamy tćm sa- 
móm własności i potrafimy wyracho- 
wać powierzchnią każdego wielokąta. 


Trójkąt prostokreślny lub kulisty 
składa się z sześciu części, to jest: 
z trzech boków i z trzech kątów; wiel- 
kość tych części nie iest dowolna, lecź 
jedne od drugich zależą tak; iż od 
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wielkości mp. jednego boku i kątów 
jakie czyni z dwoma innymi, zależy 
wielkość tychże boków i kąta między 
niemi zawartego, a tém samém wiel- 
kość powierzchni tróykąta. Mając prze- 
to dane trzy którekolwiek z szeSciu 
części trójkąta, można wynaleźć trzy 
inne, byleby tylko między wiadomemi 
częściami , gdy trójkąt jest prostokreśl- 
ny, był przy naymniej jeden bok, gdyż 
wiemy, że maiąc dane trzy kąty , któ- 
rych summa jest równa dwom katom 
prostym , można, biorąc za jeden ‘bok 
liniją jakąkolwiek , wykreślić nieo- 
graniczoną liczbę trójkątów też kąty 
zamykających, lecz trójkąty te będą 
sobie tylko podobne, ale nie równe: 


Jeometrya podaie bardzo proste i 
łatwe sposoby kreślenia trójkątów ; 
ile razy tylko mogą bydź wyznaczone. 
za pomocą niektóry ch ich części, lecz 
sposoby te równie iak wszystkie inne 
oparte na samém tylko kreśleniu , 
którychby w pomoc użyć możńa, dają 
bardzo mierne i częstokroć niedosta= 
teczne przybliżenie , z przyczyny nie- 
dokładności narzędzi do kreślenia u- 
Żywanych. Dla tego też starano się 
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zastąpić wykreślenie rachunkiem, aby 
tym sposobem wyznaczyć niewiadome 
części trójkąta z jak naywiększą do- 
kładoością. 

Nauka podająca sposoby wyracho- 
wania trzech części niewiadomych trój= 
kąta za pomocą trzech innych wiado= 
mych, między któremi znayduje się 
przynajmniej jeden bok, ieżeli trój- 
kątiest prostokreślny , nazywa się Try- 
gonometryą. W yrachowanie zaś nie- 
wiadomych części trójkąta nazywa się 
rozwiązaniem trójkąta. 


2. Aby pewną długość wyrazić w licze 

bach, porównywamy ją z inną długo= 

~ ścią wziętą za jedność np. z łokciemy 

prętem i t.d. każdy więc bok trójkąta 

równy jest pewnćj liczbie łokci, pre- 
tów it. d. 

3. Miarą kątów są łuki zawarte między 
ich ramionami, nakreślone jakimkol- 
wiek promieniem z ich wierzchołków , 
jako środków, aby i te wielkości wy- 
razić w liczbach , podzielono okrąg 
koła na pewną liczbę części równych, 
stopniami zwauych , każdy więc kąt, 
lub łuk będący jego miarą, można 

i wyrazić przez liczbę tychże stopni. Da= 
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wniejsi Jeometrowie dzielili okrąg ko- 
ła na 360 stopni, stopień na 60 minat, 
minute na 60 sekund it. d. Lecz dla 
pozbycia się liczb wielorakich, podcią- 
gnięto i miary kątów pod podział dzie- 
siętny; a biorąc za jedność czwartą 
część okręgu, która jest miarą kata 
prostego, podzielono ją na sto stopni, 
stopień na sto minut, minute na sto 
sekund i t.d. Stopnie, minuty i sekundy 
wskazują się znakami 9” Tak 
np. 14 stopni, 9 minut, 37 sekund, 

wyrazi się przez 140937" ; ; w nowym 
zaś podziale, powyższa Kotka stopni , 

minut i sekund porównana z czwartą 
częścią okręgu wziętą zą jedność wy- 
razi się w ułomku 0,14937; w tym 
albowiem podziale stopnie są setnemi 
częściami 4 okręgu, minuty dziesięcio- 
tysiącznemi, a sekandy milionowemi. 


, Linijach try gonometrycznych i uży. 
ciu znaków + t — dla wskazania 
przeciwnego a. 
Ponieważ w rozwiązaniu trójkąta nie 
tylko potrzeba mięć wzgląd na jego 
boki, ale i na kąty; starano się więc 
naprzód odkryć stosanki między temi 
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wielkościami; lecz gdy się przekonano ; 
że stosunki kątów tróy kąta, równie jak 
stosunki łuków będących ich miarami 
nie są równe stosunkom boków ( jak 
się to najwyrazniéy pokazuje w trójką- 
cie prostokątnym, rownoramiennym, 
w którym lubo każdy kat ostry jest 
połową kąta prostego, każdy jednak 
bok przyległy kątowi prostemu jest 
większy od. połowy przeciw prosto- 
katnćj) postanowiono wprowadzić do 
rachunku , zamiast łuków zakreślonych 
jednym i niezmieanym promieniem, 
ich cięciwy. W tym celu ułożono ta- 
blice zamykające ważności łuków w 
stopniach i minutach ,a obok nich wa- 
Zności odpowiadających im cięciw , 
albo raczej stosunki tych cięciw da 
promienia. Za pomocą takich tablic 
można było zawsze znalóżć cięciwę 
odpowiadającą danemu tukowi, i łuk 
odpowiadający danćj cięciwie. Tym 
sposobem rozwiązanie trójkąta przy- 
wiedzione zostało ostatecznie do uloze- 
nia stosunków. między linijami proste- 
mi. Tablice takie łatwo było obli- 
czyć, zaczynając rachunek od łuku, 
którego wiadoma jest cięciwa np. od’ 
ž okręgu; dalej za pomocą formuł na 
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cięciwę łuku dwa razy większego, 
cięciwę summy lub różnicy dwoch 
łuków, i t. d. można znaleźć cięciwy 
wszystkich łuków. 

Nakoniec odkryto związek między 
cięciwami , lub ich połowami, a inne- 
mi linijami prostemi dotykającemi o- 
kręgu lub go przecinającemi i stosun= 
ków między niemi użyto zamiast sto- 
sunków między cięciwami, a tém sa- 
mém kątami. Linije „proste pomiędzy 
któremi stosunek można brać za miast 
stosunką między kątami, nazywają się. 
linijami trygonometrycznemi. 

Niech będzie AMBB' ( fig. 1.) okrag 
koła zokreślony promieniem OA; AM, 
łuk będący miara kąta AOM. Z pun- 
ktu M spuśćmy MP, prostopadłą do, 
promienia AO, i MQ. prostopadłą do, 
promienia OB; z punktu zaś A, wy- 
prowadźmy prostopadłą AT do AO i 
przedtuzmy ją aż do przecięcia OM 
w punkcie T, nakoniec z punktu B, 
wyprowadzmy BS prostopadłą do OB, 
przedłużając ją do przecięcia on w pun- 
kcie S. 

Prostopadła MP, nazywa się wstawą 
łuku AM. Wstawa zatóm łuka jest tą 
prostopadła spuszczona z jednego koń- 
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ca łuku na promień przechodzący 
przez drugi koniec tegoż łuku. 

Linija AT, nazywasię styczną łuku 
AM; styczna więc trygonometryczoa łu- 
ku jest to prostopadła do promienia prze- 
chodzącego przez jeden koniec łuku, 
przedłużona do przecięcia się z pro- 
mieniem przechodzącym przez drugi 
koniec tegoź łuku. 

Livija OT. nazywa się sieczną łuku 
AM; sieczna zatćm trygonometryczna 
łuku jest część przedłużonego promie- 
nia przechodzącego przez jeden ko- 
niec łuku, zawarta między Środkiem 
koła a styczną wyprowadzoną z dru- 
giego końca tegoż łuku. 

Gdy łuk AM, nazwiemy x, jego 
wstaw@¢, styczną i sieczną oznaczymy 
w skróceniu następującym sposobem: 
MP==wst:x. AT= sty: x. OT=siecz: x. 
Przedłużywszy linija MP, do przecięcia 
okręgu w punkcie N; widzimy że cię- 
ciwa MN, iest dwa razy większa od 
MP i łuk MAN dwa razy większy od 
AM. a ztąd wniesiemy, że wstawa 
łuku jest połową cięciwy łuku dwa ra- 
zy wiekszega. Gdy r. znaczy promień 
kofa, bok kwadratu w koło wpisane- 
go iest ry 2; a że bok ten jest cięciwą 
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łuku 90°, więc połowa rv 2. iest wsta- 
wą 459, to iest; wst. 45°=rV 2 

2. 
Podobnież bok sześciokąta foremnego. 
wkoło wpisanego, jest rowny promie- 


MAK DA a’ é AE 
niowir, i jest cięciwą 60°, więc z jest 


wstawą 309, 

5. Dopełnieniem łuku lub kąta. nazywa się 
łuk lub kąt, który dodany do pier- 
wszego czyni znim 909. Gdy fuk jest 
większy od 90?, lub gdy kąt większy 
jest od kąta prostego, jego dopełnienie 
jest odjemne: tak np. dopełnienie łuku 
lub kąta 127° iest — 37°. Gdy zaś łuk 
lub kąt jest mniejszy od 90°, jego do- 
pelnienie jest dodatne np. dopełnienie 
692 iest,- 21°; z dwóch więc kątów 
ostrych w trójkącie prostokątnym je- 
den jest dopełnieniem drugiego. 

Łuk BM, jest dopełnieniem łuku AM, 
linije MQ, BS i OS to iest wstawa, 
styczna i sieczna, łuku BM, dopeł- 
niającego łuk AM nazywają się: do- 
stawa, dotyczna, dosieczna łuku AM. 
w skroceniu wyraża się: 

MQ = dostx. BS—=dotycz. x.OS= dosie. x. 

Ziad wypada że: 
wst (909— x) ==dost. x: sty (90°—x) =. 
dot x. siecz (YO?==x ) Z dosie. X. 
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Ponieważ MQ=OP, „więc dostaw a fu- 
ku „jest rowna części promienia za- 
wartćj między Środkiem koła a spod- 
kiem wstawy. 

Linija AP. zawarta między końcem łu- 
ku a spodkiem wstawy, nazywa się 
wstawą odwrotoą łuku AM, a linija 
BQ, dostawą odwrotną tegoż łuku. Te 
dwie linije, z których pierwsza jest 
różnicą między promieniem a dostawą, 
a druga różnicą między promieniem a 
wstawą rzadko są używane. 

Dając następnie punktowi M rozmaite 
położenia na okręgu , linije trygonome- 
tryczne, mogą wziąć położenie zupełnie 
przeciwne temu, które mają, gdy łuk 
AM jest mniejszy od 90°. Uważając np. 
łuk AM’ którego dopełnienie BM* jest 
odjemne, widzimy, Ze jego dostawa QM' 
albo OP' przypada z lewé} strony pun- 
ktu O, gdy w pierwszym razie przypa- 
dała z prawćj strony tegoż punktu. 
Takie zmiany w położeniu linij, przy- 
czyniają się w ogólności do utrudzenia 
rachunku, dak to w nast ępującóm za 
gadnieniu zobaczymy. Niech będzie 
ABX linija jakakolwiek (fig. 2) na 
którćj dane są dwa punkta Ai B. od- 
ległe od siebie o linija AB = a. Przy- 
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puściwszy że wiadoma jest odległość x, 
pewnego punktu M, na tejże linii u- 
wazanego, od punktu B; znajdźmy od 
ległośc tegoż punktu od punktu A. 


Odległość szukaną oznaczywszy przez, Zs 
będzie : 
rama} x, albo z—=a— x. 
według tego, iak punkt M znajduje 
się za punktem B, lub przed punktem 
B;tak iż do wyznaczenia dwóch ro- 
żnych położeń punktu M, wypada za- 
stosować dwie formuły. Lecz uniknie- 
my tćj niedogodności i jedna formuła 
będzie dostateczną , dając tylko przeci- 
woe znaki przed odległościami mające- 
mi przeciwne położenie względem pun- 
ktu B. I tak gdy w pierwszém rowna- 
niu z =—a +x, uczynimy następnie x= 
+MBix =— MB, wypadnie z=a+- 
MB,iz = a — MB; co też bydź powin- 
no. Tym sposobem pierwsza formuła da 
się zastosować do wszystkich położeń 
punktu M. a druga będzie tem samém 
niepotrzebna. Możnaby także wziąć 
x, dodatne w kierunku BA, a odjemne 
w kierunku BX, a wtedy z drugićj for- 
muly otrzymalibyśmy każde położenie 
punktu M, a pierwsza byłaby nie po* 
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Yrzebna. Lubo z łatwośćciąby można 
więcej podać przykładów , poprzedza- 
jący jednak dostateczny jest do prze- 
konania, o ważności następującego pra= 
widła : 

Uważaiąc na linii jakićjkolwiek pro= 
stéj lub "ktfzywećj różne odległości, 
których wspólnym początkiem jest 
punkt stały tejże linii, wprowadzimy 
do rachunku odległości mającć prze 


'ciwne położenie względem wspólnego 


początku, dająć przed jednemi znak 
--,a przed drugiemi znak —. 

Strona odległości dodatnych jest zu= 
pełnie dowolna, lecz gdy jest raz o- 
brana, odległości odjemne powinny 
bydź brane w stronie przeciwnéj. Li- 
nije trygonometryczne uważają się poż 
spolicie za dodatne w takićm położe- 
niu, jakie mają gdy łuk jest mniejszy 
od 90°, to iest od 4 z okręgu: 

Uważajmy teraz jake zmiany dzieją się 
w liniiach trygonometrycznych, gdy 
się łuk powiększa lub zmniejsza, Kiedy 
promień OM, prżystaje do OA , łuk AM 
jest O; wstawa jego jest O, styczna 
O,sieczna OA, dostawa UA, dotyczna zaś 
i dosieczna dieskoń cwele wielkie; bo 


linije BS i OS powiększają się w miarę 
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zbliżenia się promienia OM do OA, i 
mogą się stać tak wielkiemi jak tylko 
chcemy; Oznaczywszy więc proinieiń 
przez r, będzie: 

wstO—0. styc.0—=0. siecz0—f. 

dostó= r. dot.0=% dosó==. 

Gdy promień OM. idzie ku OB, to 
jest gdy się łuk powięksża, wstawa ; 
styczna i sieczna powięksżają się także ; 
a przeciwnie dostawa, dotyczna i do- 
sieczna zmniejszają się. 

Gdy punkt M. przyjdzie do środka 
łuku AB, łuk AM zawiera 459, trój- 
kąt GMP, jest równoramienny , a za- 
t6m MP=OP, to jest wslawa jest równa 
dostawie; aże 2MP2_r? , więc MP. == 
Frv 2 a tém samém: wst 452—dost 
452. try 2. 

Trójkąty OAT i OBS są także ró. 
wnoramienne i równe; więc AT = BS 
== OA, to jest! styczna i dotyczna są 
równe promieniowi; czyli: 

sty 452. dot 452_r. 

Nakoniec ponieważ OT=OS, więc 
siecgna jest równa dosiecznćj, a Že 
w sb OAT, OTL. 2r? czyli OF 

=rV 2, więc:  , 

siecz 452 adie ry 2; 
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Gdy punkt M przyjdzie do punktu B, 
łuk AB, będzie czwartą częścią okrę- 
gu czyli , 90°, wstawa jego będzie 
BO, styczna i sieczna nieskończenie 
wielkie, dostáWa zero , dotyćzha zero, 
dosieczna OB. a zatćm, 
wst90S__r.' sty902— sięcz 902.5, . 
dost902_0 dot90 2—0. dos. 902r. 


Ważności te wypadaja także z wa- 
żności któreśmy otrzymali uważając 
łuk 0; bo skoro łuki 0i 90° dopełniają 

* się, musi więc być wst902— dosto=r. 
sty902 dot.0—=« siecz902 dosiecz.O= 2 
i odwrotnie dost90°_wst.O=0, dot909-. 
stycz. OO. dosiecz 90°==sieczO = r. 


9. Przypuśćmy teraz, że promień OM, o- 
bracając się ciągle wziął położenie OM, 
i uważajmy łuk AM; wstawa tego 
łuku jest M'P. Poprówadziwszy MM' 
 równoodległą od AA‘, i wykreśliwszy 
wszystkie linije trygonometryczne , 
spostrzeżemy , że wstawy MP, i MP' są 
sobie równe, to iest, ze wstAM'= 
HAM. Ponieważ dla otrzymania sty- 
cznej łuku AM' przedłużyć potrzeba 
promień OM', poniżej średnicy AA', 
więc styczna AT , mając położenie prze- 
ciwnę pierwszemu jest odjemna; a że 
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trójkąty OAT i OAT’ są równe, więć 
AT—=AT, to iest styAM= — styk M. 
Sieczna łuku AM iest OT", linija ta ; 
jako nie przypadająca na kieruńku pros 
mienia OM', z téj saméj strony Środką 
koła co puńkt M lecz ze strony prze- 
ciwnćj, jest pa Sean a że nadto O'S 
OT więc siecz AM '=— siecz AM. 
Podobne uwagi stosują się do dosta- 
wy; dotycznćj, i dosiecznej. Łuk AM' 
jest większy od 90%, więc dopełnienie 
jego jest odjemne, nad to dostawa QM' 
lub OP, żnaydując się ż lewćj stro-. 
ny gónkta Q, powinna być wzięta 
że źnakiem odjemnym. Toż samo sto- 
suje się do dotycznej BS'. Co się tycze 
dosiecznćj OS' téj nie potrzeba brać ze 
żnakiem odjemnym, bo przypada na 
promieniu OM, ż téj samej strony środ 
ka koła co punkt M. Trójkąty OQ M. i 
OQM, tudzież OBS i OBS' są równe, 
więc QM=QM, BS=BS i OS'= OSż 
a ztąd: - 
dost AM ==— dost AM, dot AM =ż 
== dotAM, dosieczA M — dosiecz AM. 
Spełnieniem łuku lub kąta, nazywa 
się łuk lub kat, który dodany do 
niego czyni 180°, to iest półokręgu ; 
lub dwa kąty proste; więc łuk AM 
lub 
http://rcin.org.pl 


lub jemu równy AM, jest spełnieniem 
fuku AM, a własności dopiero wska- 
zane można w ten sposób wysłowić: 
Dwa łuki spełniające się mają równe 
linie trygonometryczne, lecz z przeci- 
wnómi znakami, prócz wstawy i dosie- 
cznej które znaku nie zmieniają. 

Aby te własności wyrazić przez ró- 
wnania oznaczmy przez © łuk AM; 
będzie AM=A'M—=180%—x, a ztąd: 
Jw wst: x= wst: (180°—z), 

Jany sty:a==—sty: (180°—2), 
Jee siecz; a=—siecz: (180°—~x), 
B su dost: az=—dost: (180%—xz) (1), 
os dot: x=—— dot: (180°—a), 
ss « dos: a= dos: (!80°—2). 

Ztąd jeszcze widzimy, że od 90° do 
180? wstawa, styczna i sieczna zmniej- 
szają się, a przeciwnie dostawa, doty- 
czna, dosieczna powiększają się. 

Gdy promień OM, przyjdzie do OA’, 
łuk przez punkt M przebieżony wyno- 
si 180°, a 

wst: 180°=0 dost: 180°=—r. 
sty: 180°—0 dot: 180°=—a , 
siecz: 180°==—r. dos: 180° 

Wszystkie te ważności wyprowadzić 
się dadza z równań( l) czyniąc c—=180*, 

& 
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tak mp. równanie dost: © == — dost: 
(180° — x), daje wtym razie dost: 
180°—=— dost: 0, a że dost: 0—=r, więc 
dost; 180° =—r. 

Kiedy promień OM, weźmie pořo- 
żenie ON, łuk AM zmienił się na 
AMM'A'N, większy od 180°, a mniej- 
szy od 2709; promień ON’ przedłuż- 
my do przecięcia okręgu w punkcie 
M, i spuśćmy prostopadłe NP' i MP 
do średnicy AA, będzie A'N = AM. 
„ NP=MP, czyli '00= BQ: i OP =OP; 
lecz że jedne ztych linij mają prze- 
ciwne położenie wtgledem średnicy 
AA‘, a drugie względem punktu O; 
wziąć je przeto należy z przeciwnómi 
znakami; idzie zatćm, że wstawa i do- 
stawa fuku większego od1809,a mniej- 
szego od 270° są równe, lecz z przeci- 
wnómi znakami wstawie i dostawie 
taku, który jest różnicą między tu- 
kiem danym a pół- okręgiem, Stycz- 
na AT i dotyczna BS, tuku ABA'N;, 
są fe same co taku AM; więc stycz- 
na i dotyczna łuku zawartego między 
180° j 270° są dodatne i równe stycz- 
nej, łuku równego różnicy między 


łukiem danym a póf-okręgiem. Nako- 
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niec sieczna łuku ABA'N, jest OT, a 
dosieczna OS, te same co łuku AM, 
lecz odjemne, jako nieprzypadające na 
kierunku promienia ON, ale na jego 
przedłużeniu. Oznaczywszy zatém fak 
A'M=AM—A'N przez x, będzie tuk 
AMM'A'N—180*-|-2, a ztąd: 

“im wst: (180°-+-2)—=—wst: x, 

dą sty: (180°-+2)=sty: Dy 

Je, siecz: (1809--xr)—=—siecz: x, 

Cosi dost: (180°-+-x)==— dost: x (2), 
wiz dot: (1809+-2x)5=dot: a, 

Los cedos: (1809--x)—=—dos: v. 

10, Gdy promień OM przyjdzie do OB' fuk 
będzie zawierał 270°, jego wstawa bę- 
dzie=r, dostawa O, stycz: — w, siecz- 
na—co, dotycznu O, a dosieczna — r. 
Gdy zaś promień OM weźmie poto- 
żenie ON łuk AMBNB'N, będzie 
większy od 270°, a muiejszy od 360°; 
z punktu N spuściwszy prostopadłą NP 
i przedłużywszy ją do M, będzie 
AM—=AN i MP=NP, nadto dostawa 
OP, jest wspólna dwóm łukom AMBB'N 
i AM; więc wstawa łuku zawartego 
między 270° a 3609, jest równa, lecz 
z przeciwnym znakiem, wstawie, łuku 
będącego różnicą między zm okrę- 


http://rcin.org.pl 


— 20 — 


giem a łakiem danym, dostawa zaś 
jest taż sama dla obu łuków. 
Styczna AT i dostyczna BS‘ fuku 


` ABA'B'N, są równe stycznej i dotycz- 


nej łuku AM, lecz mają położenie 
przeciwne, obie więc są odjemne, a 
tém samém styczna i dotyczna łuku 
zawartego między 270° a 360", jest 
równa, lecz z przeciwnym znakiem 
stycznej i dotycznej łuku równego 
różnicy między całym okręgiem a 
łukiem uważanym. Wreszcie sieczna 
łuku ABA'BN, jest OT=OT, a do- 
sieczna OS'=0S; z tych pierwsza jest 
dodatna, jako przypadająca na kie- 
runku promienia przez koniec uwa- 
żanego fuku przechodzącego, druga 


‘ zaś odjemna. Oznaczywszy więc fuk 


AN=AM przez a, będziełuk ABA'B'N 
==30609—a, a ztąd: 
wst: (3609—axc)==— wst: v, 
sty: (360°—x)—=—sty: a, | 
siecz: (360°—ax)==siecz: x, 
dost: (3609—r)—=dost: x... (3), 
dot: (360%—r)=— dot: Ty 
dosiecz: (360°—x)—=— dos: ta 
. Nakoniec gdy promień OM wróci do 
ie EE OA, fuk przebiezony przez 
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punkt M, będzie równy okregowi, a 
jego lipie trygonometryczne będą te 
same co łuku zero. Nareszcie przy- 
puściwszy -że punkt M po opisaniu 
jednego lub kilku okręgów; wraca do 
tych samych pofożeń, jakie miał opi- 
sując pierwszy okrąg, linie trygono- 
metryczne przybiorą ważności poprze- 
dnio wyznaczone, to jest że w ogólno- 
ści: 

wst: (3602--x)==wst: x, 

sty: (360*--x)=sty: x, 

siecz: (360?--ac)—=siecz: x, 

dost: (360°-+-x)—=dost: x, 

dot: (360*--x)=dot: x, (3 bis), 

dosie: (360° -Hæ)=dosie: x. 


. Wypada nam teraz mówić o fukach 


odjemnych, to jest o łukach, które 
zakreśla promień OM, obracając się 
w kierusku ABA przeciwnym pier- 
wszemu. 

Niech będą dwa łuki AMi AN, 
fig: | równe, lecz przeciwnie położo- 
ne względem średnicy AA', które na- 
zwijmy a,ł—z; ichewstawy MP i NP, 
są także równe, lecz przeciwnie po- 
fozone. -Aby wynaleźć dostawy, uwa- 
Zać należy, że dopełnienia łuków z, 
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i—x, są 009—a i 90?-|-2, to jest: fuki 
BM i BMN, których wstawy MQ i NÇ 
są równe i maja jednakowe położenie 
względem średnicy BB, Ztąd wypa- 
da, że wst: (—x) =— wst: x, a dost: 
(—x)= dost: x... (4). 

Lubo na figurze łuki AMi AN, są 
mniejsze od 90°, formuły jednak te 
są ogólne; bo oczywista jest, że po- 
większając oba łuki, tak żeby sobie 
zawsze były równe, ich wstawy MP 
i NP, mie przestaną bydź równe i 
przeciwnie położone, a więc zawsze 
będzie wst: (—x)=— wst: x. Rrzypu- 
ściwszy, że łuki są większe od 90°, 
jak np, łuki ABM’ i ABN, i uczyniw= 
szy ABM' =v, a—ABN=—s. Dopet- 
nienie 90° —&æ pierwszego fuku, to 
jest fuk BM, leżący z lewej strony 
punktu B, jest odjemne dopełnienie; 
zaś 90°-+- © drugiego fuku jest tuk 
BAN, leżący zawsze z prawej strony 

unktu B jest dodatne; a że wstawy 
MQ iNQ' fuków dopefuiajacych, są 
równe i mają to samo położenie wzglę- 
dem Średniey BB, więc zawsze dost: 
(x)= dost: x. Asz tu należy: 
1°, że wielkość i położenie dostawy 
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łuku jakiegokolwiek dodatnego lub 
odjemnego, oznacza zawsze odległość 
spódka wstawy od środka koła, 

29. Ze formuły (1), (2), (3), (4), 
dotad. wyprowadzone, stosują się do 
wszystkich fukéw dodataych lub od- 
jemmaych. Jakoż w formaty (l) wst: 
a—=wst: (180°—2x) i dost: v =— dost: 
(130° —a), dowiedzione tylko na przy- 
padek tuków zawartych między Q a 
1809— wstawiwszy 180*--2, otrzy- 
mamy: 

wst: (180°--ac) ==wst: (—wv), 
dost: (180° -+x)=— dost: (—x). 

Równania prawdziwe na mocy ró- 
wnan (2) i (4). 

Wstawiajac, —w za ©, formuły (5) 
będą także prawdziwe, a tém samóm 
stosują się do wszystkich łuków. 

39. Formuty (2) dowiedzione na 
wszystkie łuki dodatne, rozciągają się 
także do fuków odjemaych; jakoż za- 
mieniwszy w nich © na —«, wypadnie: 
wst;(1809—=ax)==—wst:(—x)=wst: x, 
dos:( 180*%—x)=—dos:(—rv)——dos:x 

4°. Ponieważ przez dodawanie 180° 
do fuku jakiegokolwiek +x, lub —x, 
zmienia się tylko znak wstawy i do- 
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stawy; wiec przez dodawanie 360°, 
zadna zmiana miejsca nie ma, a tém 
samém formuły (3 bis) stosują się tak- 
ze i do łuków odjemnych. 

Nic teraz łatwiejszego, jak przywieśdź 
do pierwszej 4 okręgu linie trygono- 
metryczne jakiegokolwiek łuku. Niech 
będzie np. fuk a=1l1399, którego 
wstawę znaleźć chcemy. Od łuku te- 
go odejmijmy tyle razy 3609, ile razy 
to uczynić można, otrzymamy resztę 
59°, a więc wst: a= wst: 599. Gdyby 
po odciągnięciu pewnej liczby razy 
360°, od łuku danego pozostała re- 
szta była większa od 180°, odjąć od 
niej potrzeba 1809, a linia trygonome- 
tryczna łuku tą resztą wskazanego, 
będzie szukaną linią trygonemetrycz- 
ną fuku danego. 

Z tego cośmy dotąd powiedzieli wy- 
pada: 1°, że linie trygonometryczne 
wszystkich fuków większych od 4 o- 
kręgu, są te same co fuków mniej- 
szych, i różnią się tylko znakami, 
które przed jednemi są dodatne, a 
przed drugiemi odjemne, tak Że z sze- 
ściu linij trygonometrycznych cztery 
sa zawsze odjemne, a dwie dodatne. 
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I tak łuki kończące się w drugiej 
. dwiartce koła, mają wstawę i dosie- 
czną dodatną, a dostawę styczną i sie- 
czną odjemną. Łuki kończące się 
w trzeciej ćwiartce, mają styczną i do- 
tyczną dodatną, a wstawę, dostawę, 
sieczną idosieczną odjemną. Nakoniec 
fuki kończące się w czwartej ćwiartce 
mają dostawę i i sieczną dodatną, a wsta- 
wę styczną, dotyczną i dosieczną odje- 
mna. 

29, Że z linij trygonometrycznych 
dwie, to jest: wstawa i dostawa są zas 
wsze zawarte między granicami-+-ri—r, 
to jest: Ze mogą przechodzić przez 
wszystkie stany wielkości od 0 do-+r, 
i od 0 do—r, lecz nigdy tych granie 
nie przechodzą. Dwie inne, sieczne 
i dosieczne, mogą się stać tak wielkie 
jak tylko chcemy, lecz mają -++ ri—r 
za granicę ubywania, to jest: że rosną 
dodatnie od-+r, do -++ », a odjemnie 
od —r, do — w, a tém samém nie 
mogą mieć ważności zawartych mię- 
dzy--r i—r. 

Nakoniec dwie ostatnie, styczna i 
dotyczna, mogą mieć wszelkie wazno- 
ści od 0 do} œ , i od 0 do=—w: 


http://rcin.org.pl 


O Łukach odpowiadających danej 
wstawie, dostawie i t.d. 


14. Z wiadomości poprzednio wyłożonych 
przekonywamy się, że jest nieograni- 
ezona liczba łuków, mających tęż sa- 
me linie trygonometryczne. Przy- 
pusdmy więc, że mamy jednę z nich 
daną, i szukajmy łuków jej odpowia- 
dających. Dajmy na to, że fuk jest 
dany przez swoją wstawę, i niech bę- 
dzie np, wczłuk. wst: zza. Wazia- 
wszy punkt A za początek fuków, na 
promienin OB, (fig. 1) prostopadłym do 
OA, odetnijmy QO—=a, i przez punkt 
Q poprowadźmy MM), równoległą od 
OA; tu już widzimy, że w może zna- 
czyć wszystkie łuki, kończące się 
w punktach Mi M Nazwijmy « fuk 
AM, H, pół-okręgu. czyli 180°, fuk 
AM’ będzie równy H — % a łuki do- 
datne i kończące się w punktach Mi 
M, zamkniete będą w dwóch następu- 
jących szeregach: 

a, 2 H-a, 4 Hp a, 6 H-|-e... 

H—«, 3 H—a, 5 H—a, 7 H—«... 

Łuk ABM=2 H—s, a tuk ABM 
=-H--a; dodawszy do każdego z nich 
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pewną liczbę okręgów, i wziąwszy 
- odjemne łuki, z dodania wynikające, 
otrzymamy wszystkie łuki odjemne 
odpowiadające danej wstawie, to jests 
—2H--a>—4H a, —6H a... 
—H— 2, —3H—«, —5H—a... 

Wszystkie łuki w tych czterech sze- 
regach zawarte, mogą bydź wyrażo- 
ne w dwóch dosyć prostych formułach, 
Ponieważ w dwóch z tych szeregów, 
to jest: w pierwszym i trzecim, fuk «, 
jest dodany do parzystej liczby pót- 
okręgów H, tak dodatnych jak odje- 
mnych; w dwóch zaś drugich, to jest 
drugim i czwartym odjęty od niepa- 
rzystćj liczby tychże pół-okręgów; 
więc oznaczywszy przez k liczbę jaką- 
kolwiek dodatną lub odjemną, która 
nawet może bydź równa zero, wszy- 
stkie te fuki zamkniemy w formu- 
łach: 

a—=2kH-h-a; as=(2h--1) H—a, (1). 

W przykładzie poprzedzającym wzię- 
liśmy « dodatne; gdyby zaś było a = 
łuk wst: =—a; odcięlibyśmy OQ =a 
na OB', a poprowadziwszy przez punkt 
Q', równoległą MN od AA‘, znelezlis 
byśmy, ze łukami odpowiadającemą 
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danej wstawie =ø, są fuki kończące 
się w punktach N iN’. Naznaczmy 
ABN'=«; będzie ABN=3H—«, ABN' 
==2H— a, AN=«—H; więcłuki x, tak 
odjedmne jak dodatne, odpowiadające 
wstawie — a, czyli QQ’, sa: 
a, 2H--e, 4H--e...., 
3H—«, 5H—a, TH—z..., 
—2H--«,—4H-+-«,—6H+-<..., 
H—«,—H—«,—3 H-—<,.. 
które jak fatwo poznać, są także ob- 
jete w formułach (1). 

Gdy a jest większe od promienia, 
tuk x jest urojony, bo jak wiemy naj- 
większa ważność dodatna wstawy i do- 
stawy jest +r, a odjemna —r. 
Znajdźmy teraz fuk odpowiadający 
danej dostawie, niech będzie mp. x= 
fuk dost: za. Gdy a jest dodatne, na 
promienia OA, odetnijmy OP—=a, i 
z punktu P, wyprowadźmy prostopa- 
dia MN. Ważnościami x, będą fuki 
tak dodatne jak odjemne, konczace 
się w punktach Mi N. Uczyniwszy 
AM=«, wszystkie tefuki zamkniemy 
w czterech następujących szeregach: 

«, 2H--e, 4H-La...; 
2H—«, 4H—z, tH— z, u; 
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—a, —2H—«, 4H —s... 
—2H--e, LAHA noH ha mC 


a ztad wniesiemy, że oznaczy wszy przez 


k, liczbe jakakolwiek catkowita do- 
datna lub odjemna; można bedzie te 
wszystkie uki obja ad w dwóch formu- 
łach następujących: 

wae Ika, cz=2kH —a... (2). 

Gdy a będzie odjemne, to jest: gdy 
będzie a= ‘tuk dost: =—a, potrzeba 
odciąć a, na promienia OA’; a w tym 
razie oznaczywszy przez «, fuk AMM, 
dojdziemy do tych samych wypadków, 
co w przypadku poprzedzsjacym. Gdy 
a jest większe od promienia, fuk x 
jest urojony. 

Szukajmy teraz łuku odpowiadającego 
danej stycznej. Niech będzie mp. x= 
fuk stycz: =a. Wziąwszy a za doda- 
tne, weźmy styczną AT=a, nad pro- 
mieniem OA, i poprowadźmy linią 
TMN, przechodzącą przez środek 
koła. Linia ta przelnie okrąg w pun- 
ktach M iN‘ a ważnościami x, będą 
wszystkie łuki dodatne i odjemne kon- 
czące sie w punktach MiN. Nazna- 
czywszy AM=«, będzie AMN'=H + 4; 
ANM=2H—e, AN=H—s, a fuki szu- 
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kane zamknąć można w następujących 
czterech szeregach: 
«+2H-e, @ Hb aiis 
H--«, 3H-+e, Pyra 
—2H-+-7—4H--a—6H--a ..; 
—H-}«,—3H+*,—5H +... 

Tu widzimy, że tuk a, jest doda- 
wany do pewnej liczby pół- -okręgów 
dodatnych lub odjemnych, a tem sa- 
mém, że fuki szukane wyrazić można 
w następującej formule ogólnej: 

x=kH-Le.... (3) 

Gdy styczna @ jest odjemna, odciąć 
ją potrzeba na AT, poniżej OA, « zna- 
czy w tenczas tuk zawarty między 90° 
a 1802, zp. ABM" 

Nie zastanawiamy się tu nad przypad- 
kiem, w którymhy ak był dany przez 
inna linią trygonometryczną, bo fa- 
two się domyśleć można, że faki ma- 
jące tę samę wstawę albo dostawę, albo 


‘też styczną, mają także tę same do- 


tyczną, sieczną i dosieczną, jak to 
w krótce zobaczymy, poznawszy związ= 
ki zachodzące między liniami trygo- 
nometrycznemi. Formuły więc (l), 
(2), (3), stosują się i do przypadku, 
w którym tuk jest dany przez doty» 
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czną, sieczną lub dosieczną. Pamiętać 
tylko potrzeba, Że a znaczy zawsze 
najmniejszy z fuków odpowiad-jących 
danej linii trygonometrycznej, zawar- 
ty między O a 360°; H, pół-okręgu, 
ak, liczbę całkowitą jakąkolwiek, do~ 
datna lub odjemną, która nawet mo- 
że bydź i zero. 


Przywiedzenie linij trygonometrycznych 
do prostych stosunków. 


18. Ponieważ w trygonometryi Ink uważa 
się tylko za miarę kąta, z tego więc 
względu nie dajemy uwagi na jego 
wielkość bezwzględna; lecz jedynie 
na jego stosunek do okręgu, kiórego 
jest częścią. Stosunek ten jako wska- 
zany liczbą stopni zawartych w łuku, 
jest dostateczny do wyznaczenia kata 
jemu odpowiadającego; wszystkie al- 
bowiem łuki zawarte między ramio- 
nami jednego kąta, zakreślone jakie~ 
mikolwiek bądź promieniami z jego 
wierzchołka, jako środka, zamyk»ją 
równą liczbę stopni. 

Stosunki między liniami trygono- 
metrycznemi tych łuków, a promie 
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niami kół, do których należą, zawisły 
także od liczby stopni. Tak widzimy 
(fig: 3), gdzie MP, MP, M'P™..., sa 
wstawy łuków podobnych zak reślo- 
nych promieniami OM, OM, OM"... 

Me MEM ES MPO: > N 

że: OM—oOM™oM —"» te to więc 
stosunki, lecz nie wstawy są wiado- 
me, gdy dany jest kąt. Toż samo 
powiedzieć można o innych liniach 
trygonometrycznych. Ztąd widzimy, 


że nie długości bezwzględne linij try- 


gonometrycznych, ale raczej ich sto- 
sunki do promienia powinny wcho- 
dzić do rachunku. Stosunki te wpro- 
wadzimy do rachunku, biorąc za je- 
dność promień koła, w któróm uwa- 
żamy linie trygonometryczne, wtedy 
albowiem ważności liczebne tych linij, 
będą już témi stosunkami. Stosunki 
te znane są także pod nazwiskiem 
wstawy naturalne, dostawy naturalne. 
W reście gdy rachunek był wykona- 
ny, podług promienia nważanego za 
jedność, fatwo zmienić wypadki wten 
sposób, aby się stosowały do każdego 
innego przypuszczenia na promieniu 
uczynionego, Bo podług tego co się 
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dopiero powiedziało, stosunki linij try- 
gonometrycznych do promienia w dru- 
giem przypuszczeniu, są równe liniom 
trygonometrycznym w przypuszczeniu 
dost:a 


; . . wstiz 
pierwszem, to jest: =wst: a, 


sty: 2 k 


—=dost:a, =stycza, a zatém w wy- 


padkach otrzymanych podług promie- 
nia wziętego za jedność, dosyć 


K st:2 dost:a 
wstawić a wst a, za dosta, 
stysa 7- a 


„7 2a stycz: a, aby otrzymać od- 


powiadające wypadki, podług promie- 
nia jakiegokolwiek r. 


Ostrzedz ta wypada, że nie należy 
sądzić, iż jest długość bezwzględna, 
promień I, iinna długość promień r, 
tak jak są różne długości, mp. l-pręt, 
2 pręty i ‘tds promien jest zawsze 
istotnie niewyznaczony. A lubo każdą 
linią trygonometryezna danego kąta 
wyraża inna liczba, stosownie do przy- 
puszczenia uczynionego na promieniu, 
liczby jednak te są zawsze w tym sa- 
mym stosunku, to jest w stosunku sta- 
łym do liczby promień oznaczającej, 
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iten też stosunek tylko wchodzi do 
rachunku. 


Związki pomiędzy liniami trygono- 
metrycznemi, 


20. Z trójkątów OMP, OAT, OMQ, i 
OSB, fig: I, daje się wyprowadzić 
związek sześciu linij trygonometrycz- 
nych. 
1°. Wtrdjkacie prostokątnym OMP 

jest: 
MpP?-+0 P?=0a?. 
2°, W trójkątach OMP i OTA podo- 
bnych jest: 
A'T:MP=OA:0OP. 
i OT:OM—=OA:0P. 
3°. Trójkąty podobne OMQ i OSB, 
dają następujace proporcye: 
BS:MQ=0B:90Q, 
i OS:OM=OB:0Q. 
Oznaczywszy przez a fuk AM, przez 
r promien OM i zamiast linij, wstawi- 
wszy ich naazwiskatrygonometryczae, 
to jest wst:a zamiast MP, dost:2, zamiast 
OPit. d; z powyższych proporcyi o- 
trzymamy pięć następujących równań: 
wst:$2--dost:a—=r*.... (1), 
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rwst:a 


stycz: a= VOR & 5" 
y % dost: a j 
3 p? i 
ż Py aa —_—oOoO .... 3 
S1eCZ > EPA ( J 
r dost: 2 
dot: @ I ee e (4), 
wst: a 
2 
dosie:a= k- (5) 
wsta: a 


Równanie (1) posłuży do wyracho- 
wania wstawy, za pomocą dostawy i 
odwrotnie. Gdy mp. będzie dana wst:a, 
otrzymamy dost:a = EV rF— wst:*2 
dwie ważności równe, lecz. z przeci- 
wnómi znakami, bo też jednej wstawie 
np. OQ odpowiadają dwie dostawy OP, 
OP' równe, lecz przeciwnie położone. 

Formuły (2), (3), (4) i (5) dadzą wa- 
Żności stycznej, siecznej, dotycznej, 
i dosiecznej, gdy będzie wiadoma waż- 
ność wstawy i dostawy: 

Dla zastosowania weźmy zp. ważność 

wstawy 309==5, i znajdźmy waż- 

ność dostawy, stycznej siecznej i t. d. 

tegoż łuku. Dopełnieniem łuku 30° 

jest 60°, więc 

wst: 30° dost:60°=—, a dost: 39°= 
rV 3, 


RAC meda 3* 
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sty: 30°=dot: 60°= poż, a dot: 
305=sty: 609=rV 3. 
2rV3 


siecz: 30°= dosie: 60= e, 


dosiecz: 30?==siecz: 60°=2r. 


22. Lubo na figurze uważaliśmy fuk a 
< 909, formuły jednak (1), (2), 
(3), (4) i (5) są ogólne. Rzecz ta by- 
faby oczywistą, gdybyśmy uważali 
tylko bezwzględną wielkość linij try- 
gonometrycznych, te linie bowiem two- 
rzą zawsze trójkąty; z których można 
też formuły otrzymać. Widzimy oraz 
że mając wzgląd na znaki, formuła 
pierwsza zawsze mieć będzie miejsce, 
bo zamyka tylko same kwadraty; wy- 
pada przeto zastanowić się, czyli na 
mocy czterech pozostałych formuł, 
styczna, sieczna i t. d. przybierają zna- 
ki zgodne z ich potozeniem. 

Od 0 do 90°, wstawa i dostawa są 
dodatne, cztery zatem formuły dają na 
styczną, sieczną, dotyczną i dosieczną 
ważności dodatne, co też bydź powin- 
no. Od 90° do 180°, wstawa jest do- 
datna, dostawa odjemna, ważności za- 
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tém stycznej, siecznej i dotycznej wy- 

prowadzone z powyższych formuł są 
odjemne; gdy tym czasem ważność 
dosiecznej jest dodatna;, rzeczywiście 
też figura pokazuje, ze takie znaki 
powinny wtym przypadku mieć też 
linie. Od 180° do 270° wstawa i do- 
stawa są odjemne; więc ważności o- 
trzymane z formuł (2) i(4) będą w 
tym przypadku dodatne, a ważności 
z formut (3) i(5) odjemne; co także 
bydź powinno ze względu na położe- 
nie, jakie wtenczas mają te cztery li- 
nie. Od 270° do 360° wstawa jest od- 
jemna, dostawa dodatna, ważności, da- 
ne przez formuły (2), (4) i (5) są w 
tym razie odjemne, a ważność dana, 
przez formułę (3) dodatna, co także 
podług wykreślenia bydź powinno. 
Kiedy tuk jest większy od 360°, np. 
360?--a; jego wstawa i dostawa mają 
tę samę ważność i ten sam znak, co 
wstawa i dostawą fuku a; cztery zatém 
formuły, o których mowa, dadzą te 
same wypadki, jak gdybyśmy tylko 
uważali łuk a, bo też rzeczywiście 
styczna, sieczna it. d. fuku 3609--a, 
$4 le same co fuku a. 
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Uważajmy teraz łuki odjemne. Po- 
nieważ wst: (—a) =— wsta:, a dost; 
( -a)=dost:a (11), więc zmieniając 
znak fuku, formuły (2)....(5) deja, na 
styczną, dotyczną i dosieczną ważności 
też same, lecz z przeciwnómi znaka- 
mi; na sieczną zaś ważność w niczóm 
od pierwszej nieodmienna; wypadki te 
zgodne są z wykreśleniem. 

Sciśle mówiąc, możnaby wątpić o 
rzetelności tych formuł co do fuków 
0, 90°, 1802, 270° i 360°, bo wtedy 
trójkąty nikna; lecz łatwo spostrzeda 
że i wtych przypadkach dają wypad- 
ki zgodne z wykreśleniem. Uczyni- 
wszy zp. a=909 będzie: wst: 90°=0, 
a tém samém sty: 90°= œ, dot: 90°=0, 
dosiecz: 90*%—=r. 

Uwaga. Ważność sty: 90%=« , po- 
winna bydź wzięta ze znakiem + bo 
jest razem granicą stycznych dodat- 
nych i stycznych odjemnych, które 
wypadają gdy się łuk powiększa od 0 
do 90°. igdy się zmniejsza od 90° 
do 180°. Toż samo rozumieć należy 
o innych liniach trygonometrycznych, 
które się mogą stać nieskończenie 
wielkiemi. 
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24. 


RBD Sa. 


Dosyć było dowieść, że formuły (2) 
i (3) są ogólue, aby już ztąd wnieść, 
że i formaty (4) 1(5) są także ogólne, 
bo te moga bydź wyprowadzone z pier- 
wszych, przez wstawienie 90° —a, za- 
miast a. 


W ogólności ile razy tylko równanie 
między liniami trygonometrycznemi 
pewnych łuków, będzie dowiedzioue 
na wszelkie ważności tychże fuków, 
zawsze można w nie wstawić zamiast 
łuków ich dopełnienia, to jest zamie- 
nić wst:, stycz:, siecz:, na dost:, dot:, 
dosiecz. 


Z pięciu równań (1)... (5) można wy- 
pr owadzić wiele innych, a ztych wa- 
zniejsze przytoczymy: 
12. Rozmnozywszy przez siebie stro- 
ny odpowiadające równań (2) i 
(4) wypadnie: stycz: a dot: a— 
r? (6), 


to jest: że promień jest Średnio jeo- 
rnetrycznie proporcyonaluy do stycz- 
nej i dotycznej; co także wyprowadzić 
można bezpośrednio z trójkątów po- 


dobnych OTA i OSB. 
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22, Z równania @) wy pada: 
-2 
phate. a par wstta __ 
RU AIG dost:?a 
r*(wst:2a—+dost:?a@) 
dost:*a 
siecz:?a.... (7). 
Podobnymże sposobem, PI: 
r?--dot:*a—dosiecz:?a.... (8). 
32. Z równan (3) i (5), pada: 
l dost: a, l wst: æ 
— 


„czylir* sty: az 


siecz:a@ 7 ! dosiesa ~ pao? 
dodawszy do siebie kwadraty obu stron 
tych równań, i uważając że wst:?a-+ 
dost:? a—r3, otrzymamy: 
W AE LĄ O). 
siecz: 3a  dosie:*a r 
25. W ogólności mając daną którąkolwiek 
z sześciu linij trygonometrycznych; 
mozna za pomoca rownan (1)... + (3), 
wynaleźć pięć innych, Tak np. majac 
daną styczna, a chcąc znaleźć wstawę 
i dostawę, potrzeba z równań (1) i (2), 
to jes: œ 
rwst:a 
dost: a 
wziąć ważności na wst: æ i dost: a. 


Z drugiego np. wy pada: 


wst:2a-+-dost:?a==r7i sty:a= 
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Bua 
PAwat haeast eid a. dost:? a; a zatem 
r?wst:2a * 
dasi: a => ERP an WSE ADR 
sty:?a. dost:3ą 
"= KT" 


pr ~ 
ważnośćrtę wstawiwszy następnie w 
równanie (1), za dost:?@ i wst:*a, 0- 
trzymamy: 
kr sty:2 


ta = 
wsl: a — zer 


SE 
Er A rap CNO: 
Znak podwójny =Œ ostrzega, Że sa 
dwie wstawy i dwie dostawy równe i 
przeciwne, odpowiadajace tej samej 
stycznej. Należy tylko wobu równa- 
niach brać razem znaki wyższe, i ra- 
zem znaki niższe; bo inaczej nie otrzy- 
malibyśmy na powrot z równan (10), 
f . rwst:a 
rownanla ———— = stycz: a. 
dost: a 
20. Jedném z gtéwhiejszychzagadnien try- 
gonometrycznych, od którego zależy 
ułożenie tablic jest następujące: 
Zagad: Mając daną wstawę i dosta- 
wę dwóch łuków a id, znaleść wstas 


dost: a== 
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wę i dostawę ich summy a+-3, i róż- 
nicy a—b. 

Rozw: Niech będzie AG (fig: 4), 
czwarta część okręgu zakreślonego 
promieniem OA; weźmy na niej dwa 
tuki AB—=a i BG—Ż, bedzie fuk ABC 
z==a--0, a przeniostszy BC od B do C, 
będzie fuk AC'=a—b. 

Poprowadziwszy cięciwę CC’, i pro- 
mien OB, do niej prostopadły w punk- 
cie I; spuśćmy do promienia OA z pun- 
któw B,C iC’, prostopadłe BP, CQ i 
CQ. Podług opisania wstawy i do- 
stawy, będzie: 

BP==wst: a, OP—dost: a, Ci—=wst:, 
Ol=dost:b, CQ=wst:(a+-4), OQ==dost:; 
(a+b), CQ—= wst: (a-b), OQ= dost. 
(a—b). Wypada wyrazić tylko te 
cztery linie ostatnie, w funkcyi czte- 
rech pierwszych i promienia. 

Z punktu J, śpuśćmy prostopadłą 
IL, i poprowadźmy IH, równoległą do 
OA; trójkąty pododne OBP, OILi 
CIH, porównane z sobą dadzą stosun- 
ki szukane, jakoż z samej figury wy- 
pada: 

CQ—=wst: (2--5)==HQ-HCH—=IL--CH, 
OQ=dost(a-+-b)J=OL—LO=OL—1H. 


http://rcin.org.pl 


— 43} „ana 


Poprowadziwszy C'H' równoległą od 
` AO, aż do przecięcia IL, w punkcie 
H, trójkąty CTH i CIL, Przystana do 
siebie, bo mają łuki CI i CI równe i 
po dwa kąty tymże bokom przyległe 
równe, aztąd IH = zw ,CHZIB=QL, 

a zatém: 

CQ—=wst: (ab) =H L=IL—IH = 

1L—CH, 

O'Q—=dost:(2—5)—0L--LQ'=0L-- 

1H. 

Zadanie więc poprzedzające przy- 
wodzi się ostatecznie do wyznaczenia 
czterech linij LL, OL, CH, IH. 

W trójkątach podobnych OBP i OIL, 
jest: 

OB:PB—OI:IL, r: wst.a—dost.d:1L, 


czyli 
OB:OP—=Ol:OL,  r:dosta==dosth:0L; 
i TAA IE p SO Aod 


r. 
Trójkąty OBP iCIH, są podobne, 
bo ich boki odpowiadające są do siebie 
prostopadłe, więc: 
OB:CI=OP:CH, r:wst:b==dosta: CH, 
czyli 


OB:BP—=CLIH, riwstiazzwst:b; IH; 
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Mea la |: = m 


Wstawiwszy te ważności zamiast li- 
nij IL, QL, CH, IH, w wyrażenia na 
wst: (a-|-b), dost: (a-|-B), wst: (2—0) i 
dost: (2—%), otrzymamy: 

wst:2.dost:b-- wst:b.dosta 


wst: (ar Re cera m wC) 
dost (aLpyadostendostd—watia.wstd. (o) 


wan (aa bys isha rain Sok tha 13) 


r. 


distant je OOP: POZIE :a.wst: 4a 4) 


formuły te do dwóch następujących 


przywieść można: 


GE (abs) :a.dosthb+ wst:b.dosta 


e 
dosta.dostb —wstb. dosta 
dosh glee) 
27. W wykreśleniu poprzedzajacem, wzie- 
liśmy każdy tuk, a nawet ich summę 
mniejszą od czwartej części okregu; lecz 
przez podobneż wykreślenie, możnaby 
dowieść dokładności tych formuł ną 
wszelki przypadek, zwracając tylka 
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uwage na pofokenie. linij trygonomes 
` trycznych, łuków uważanych. Prze- 
staniemy na jednym z tych przypad- 
ków, biorąc jeden z dwóch fuków 
większy od 90°, ich summe większą 
od 180°, a różnicę większą od 90°. 
Niech będzie fig: 5 AB=a, BC=BC' 
—Ź, ztąd ‘ABC = a +b, AC = a—b. 
Poprowadźmy jak w przypadku po- 
przedzającym promien OB i cięciwę 


GC, i spuśćmy prostopadłe BP, CQ, 


GQ. Nakoniec poprowadźmy prosto- 
padłą IL i równoległą HI, od promie- 
nia OD, przedłużając tę ostatnią, do 
przecięcia przedłużonej linii CQ; tu- 
dzież równoległą CH, do przecięcia 
` linii przedłużonej IL. 

Ponieważ łuki ABi AC, są zawarte 
między 96°, a 180°; więc mają wstawy 
dodatne, a dostawy odjemne, to jest: 

BP—wst:a, dost:a——OP, czyli OP 

=— dost:a, CQ =wst: (a—b), dost: 

(2—b)=—0Q', czyli OQ'=— dost: 

(a—b). 

Łuk ABC, jako większy od 180°, 
a mniejszy od 270°, ma i wstawę i do- 
stawe odjemuą, więc: 


CQS—wst:(2-+4), OQ=z—dost:(a +4). 
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Z wykreśleuia wypada: 
CQ=— wst: (a+) = CH—H Q= 
CH—IL. 
0Q=— dost:(2+4)=—= OL+4+LO= 
OL-+IH. 
C'O'= wst: (a—b) = H'L=H'I+ 
IL=CH--IL. 
OQ'=— dost:(a—35)—01—LQ= 
OL—IH. 
Cała więc rzecz zależy na wyzna- 
czenia czterech linij CH, IL, OL, IH. 
Trójkąty OBP i CIH są podobne, 
więc: 
OB:0P—CI:CH,  r:dost:a==wst:5:CH, 
j czyli 
OB:BP—=OI:1L, r:wst:a—= dost:D:IL; 
ztąd 


CH =—— > 
r. . 
Trójkąty podobne OBP i OIL, dają 


proporcye: 

OB:OP=OLOL, r:—dost:a—dost:b:OL, 
czyli 

OB:BP—=CL:IH, r:wst:a=wst:b.IH; 


ztąd Orè 9512 dosth prq m wsta. wetd 
x š 


dost:a.wst:b, [LS adost:b, 


r: 
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3°. 


4°, 


— 4 ? —— 


Wstawiwszy te ważności za CH, IL» 
OL, 1H, otrzymamy: 
--dosta.wstb-- ; 
E EAE bes dosta ta wsta.dostb 
czyli, odmieniwszy znaki 
wst:a.dost: st:b- wst: :b.dosta 


wst: (a+b) = — = 
--d t a tb t 7 tb 
—dost(a-+-b)=—— s — --wstaws 
czyli 
dosta.dost:b—wsta.dost b 
dost: (a--5)— gl - a.dos 
BE? b „das 
wst: (a—b) = dostawstó--wsta dostb 
r. 
czyli 


wsta.dost b —wstV.dost a 
wst: (a—b) ZAS OF WS ARN 


PR "OPAD art Nt 


r. 
czyli 
ao By ES __dosta.dostb-Lwst:a. „wst:b 
K 


Uwaga. Lubo na pozór wyrażenie 
wst: (a+b). zdije się bydź summą 
dwóch ilości, rzeczywiście jednak jest 
różnicą; bo w „laczynie wst:b X dost:a, 


KERR „Sa 


czynnik dost:a jest odjemny, jako do= 
stawa łuku zawartego między 90° a 
180°. Uwaga ta stosuje się i do trzech 
innych wyreżen. 


Formuły na mnożenie i dzielenie 
Żuków. 


28. Dla ułatwienia rachunku, uważać od- 
tąd będziemy promień r za jedność, 
przez co wstawy, dostawy i t. d. będą 
najprostszemi stosuakami, jak to już 
na swojém miejscu (18) wyłożyliśmy:; 
a formuły otrzymane wyżej (20) i (26) 
zamienią się w następnjące: 


wst:?a-+dost:?a=I]. 
h st:a a dosta 
id aise Ma 022 edt 
l a l 
Z a ae 
siecz:a = Go, dos = 


wst:((24+b)=wst:a.dost:b+wst:b.dost:a, 
dost(a + b)=dost:a.dost:b—wst:a.wst:b, 
wst:(2—b)—=wst:a.dost: b—wst:b.dosta, 
dost(a—b)—=dost:a.dost:b--wst:a.wst:b, 
29. Wwyrazeniach wst(a--2) i dost(a--b), 
uczyniwszy b—=a, otrzymamy: 
wst:2a=2wst:a.dost:a (1). 
dost:2a=dost:*a—wst:?a@ (2); 
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„31. 


— 49 — 


formuły te służą do wyrachowania 


‘wstawy i dostawy tuku dwa razy więk- 


szego od łuku danego, gdy dana jest 
wstawa i dostawa tegoż łuku. 
W tych samych wyrażeniach, uczy- 
niwsszy b=2a, wypadnie: 
wst:3a—wst:a.dost: 2a-|-dost:a.wst:2a, 
dost:3a—dost:a.dost:2a—wst:a:wst:2a, 
wstawiwszy za wst: Ża i dost: 2a, ich 
ważności i przywiodłszy, wypadki do 
najprostszego wyrażenia, będzie: 
-wst:3a—=3wst:a—Awst:3a.... (3). 
dost:3a—4dost:3a—3dost:a... (4). 
Tak dalej postępując, znajdziemy | 
wstawe i dostawę fuku 4, 5, it. d. ra- 
zy większego od łuku danego. 
Przyjdźmy teraz do formuł ua dzie- 
lenie fuków, i znajdźmy naprzód wy» 
razenie, na wstawę i: dostawę łuku 
dwa razy mniejszego. 
W formułach (1) i(2), zamieniwszy 
a na ża, będzie: 
Źwst:qza.dost:żaz=wst:a... (5), 
dost:*3a—wst:?za=dost:a.,. (6); 
a że 
dost:* a-+-wst:*Za=1... (7); 
więc mając dana dost:a, dosyć rozwia- 
zać równania (6) i (7), aby znaleźć 
4 
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wstła idost:za. Lecz odjawszy pier- 
wsze z tych równań od |drugiego, wy- 
padnie: 

Źwst:?5a—]1— lost:a, 


zkąd wst: § a === yine 
2 


Dodawszy zaś równanie pierwsze 
do drugiego, będzie: g 
2dost:?*5a— |-|-dost:a, (8) 


ztąd dost:5a==/ |Fdosta, 
2 


Każda z niewiadomych wst:ga i dost: 
1a, ma jak widzimy dwie ważności 
równe, lecz z przeciwnemi znakami; 
co też bydź powinno; bo gdy nie 
wchodzi do pich sam łuk a, lecz tyl- 
ko jego dostawa, więc ważności te po- 
winny dać od razu wstawę i dostawę 
połowy wszystkich fuków, mających 
jednę dostawę. 

Łuki te (15) daje formuła 

ac=2k.H-Ea, 
w której « znaczy najmniejszy fuk 
dodatny, odpowiadający danej dosta- 
wie, Il pół-okręgu, a k jakąkolwiek 
liczbę całkowitą. Znaleźć przeto po- 
winniśmy na wst:ga, ważności zam- 
knięte w formułach: 
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wst:(KH-E5a) i dost:(AH=t jz). 

Jeżeli {k jest parzyste, AH będzie 
iloczynem z 3609, który opuścić mo- 
żna, bez zmiany tak wstawy, jak do- 
stawy (10), i wypadnie: 

wst:(tzx)=—+ wsi:3a, 
dost:(-=Z«)—=dost:52, 

Jeżeli k jest nieparzyste, opuścł się 
także AH, lecz należy zmienić znak 
przed wstawą i dostawą (10), a bedzie: 

—wst:(Ega)== wst:$a, 
—dost:(+- §«)——dost:f«. 

Widzimy przeto, że muszą być dwie 

ważności równe, i z przeciwnemi zna- 
kami na wst:ža i dost:ga. 
Gdyby zamiast dostawy łuku, dana 
była jego wstawa, wstawę i dostawę 
fuku dwa razy mniejszego otrzymali- 
byśmy, wstawiwszy w równania (8) 
vy (l—wst:?a) za dost:a, a że pierwia- 
stek ten ma znak podwójny +," więc 
każda niewiadoma wst:za i dost: 3a 
mieć będzie cztery ważności, które 
w najprostszej postaci, otrzymamy na- 
stępującym sposobem: 

Równania Zwst:ga.dost:$a==wst:a, 

dost:*za-|-wst:*ga— l; 
4* 


http://rcin.org.pl 


naprzód dodajmy do siebie, a potém 
odejmijmy, będzie: 
dost:*1a--2wst:za.dost:ża 
-wst:?4a— | -- wst:a, 
dost:?3a—2wst:za.dost:ża 
—- wst: ? a= |l—wst:a. 
Wyciagnawszy pierwiastek z obu 
stron każdego z tych równań, otrzy- 
mamy: 
dost:za-++wst:1a=+y |---wst:2, 
dost:;a—wst:za=y/ l—wst:a. 
Odjąwszy naprzód równanie pier- 
wsze od drugiego, a potem dodawszy 
te dwa równania do siebie, wypadnie: 


wst:za=+ 4y 1-kwst:a 
EY | —wst:a.... (9). 
dost:zga= zy |-+wstra, 
Hgy I —wst:a.... (10). 


Każde z tych wyrażeń jako złożone 
z dwóch pierwiastków kwadratowych, 
ma cztery ważności; co też bydź po- 
winno, bo wyrażenia te dają ważno- 
ści na wstawę i dostawę, połowy wszy- 
stkich łaków majacych jedne dósta- 
we. 

e 
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Łuki te objęte są w formułach (14): 
ac—=2KH-+-«, w=(2k+-1)H—=a, 
wyrażenia zatém na wst:ża i dost:ża, 
muszą dać wstawy i dostawy wszyst- 
kich łuków zamknietych w formu- 

tach: 

KH-iu, i (k--4)H—Z.. 
Lecz można opuścić AH, zachowując 
tę tylko ostrożność, aby zachować lub 
zmienić znak wstawy i dostawy, po- 
dług tego jak k jest parzyste lub nie- 
parzyste. Tak więc na wst:ża i dost. 
3a, powinniśmy mieć cztery następu- 
jące ważności: 

wst:za==— wst:5a, 

wst:zża—— wst:(ZH—3a), 

dost:żaz=--dost:Za, 

dost:;a==- dost:(3H—#z). 
Tu nadto widzimy, że ważności te po 
dwie uważane, są sobie równe, i z prze- 
ciwnemi znakami. Jeżeli « —90*, że 
—=409, 4H—3«—459, a cztery ważno- 
ści przywodzą się do dwóch. Nad- 
mienimy tu jeszcze, że ponieważ H, 
oznacza 180°, więc łuki že i +H—Za, 
dopełniają się, a tém samém ważności 
poprzedzające, mogą bydź wyrażone 
jak następuje: 
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wst:ąa—Ewst:$a, 
wst:ża—=—wst:$e. 
dost:$a——dost:Q2y 
dost:ża=—wst:ga, 
to jest: że ważności na wst:3a, są równe 
ważnościom na dost:$a; co też wtym 
przypadku bydź powinno. 

Pozostaje jeszcze jedna trudność do 
ułatwienia, to jest: jak mając łuk a 
ijego wstawę, można poznać tę mię- 
dzy czterema powyższemi waźnościa- 
mi, którą wziąć potrzeba na wst:ga, 
lub dost:za, gdyż łatwo się domyślić, 
że jedna tylko ważność być powinna. 
Dla skrócenia uważajmy tylko wst:3a, 
a biorąc pierwiastki z ich różnemi zna- 
kami cztery ważności wst:ża, można 
wyrazić jak następuje: 
wstza=+4(y 1-Hws'a— y | —wsta), 
wstąa=a(y 1--wsta-|-y/ | —wsta). 

Tu widoczna jest naprzód, że dwie 
pierwsze są równe i z przeciwnemi 
znakami, toż samo rozumieć należy 
o dwóch ostatnich. Dalej wyniosłszy 
pierwsze do kwadratu, ten będzie mniej- 
szy od 3, kwadrat zaś z drugich wiek- 
szy od$, a że jak wiemy (8) wst?45%= 
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dost? 45°=2, więc, nie mając względu 
na znak, dwie pierwsze wazności są 
mniejsze od wst 45°, a dwie ostatnie 
większe od wst: 459. 

Lecz z drugiej strony, mając dany 
łuk, łatwo się zawsze przekonać, czy 
wstawa jego połowy jest dodatna lub 
odjemna, i czy będzie mniejsza lub 
większa od wst: 45°; przez co wszelka 
niepewność zniknie. 

I tak niech będzie <490°, wstła 
będzie dodatna i mniejsza od wst 45°. 
dostza będzie także dodatna i większa 
od dost 45°; ważności zatém (9) i(10) 
należy wziąć z właściwemi znakami. 

Przejdźmy teraz do podzielenia fu- 
ku natrzy części, W formułach (3) 
i(4), Nru 30, zamieniwszy a na 2a, 
otrzymamy: 

wst:a—=3 wst:ta—4 wst:3 ta. 
dost:a—4dost:*;a—ddost:za. 

Dajmy, że dana jest dost:a, a mamy 
wyznaczyć dost:ża, uczyniwszy dost: 
a=b, dost.ża=z, drugie z poprzedza- 
jących równań zamieni się w następu- 
|: cl 

ziez bo.. (11), 
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które rozwiązać wypada, chcąc otrzy 
mać ważność dost:ża. Nie wchodząc 
w szczegóły tego rozwiązania, przesta- 
niemy ma okazaniu, Ze trzy pierwiast- 
ki równania (11) są rzeczywiste. 

Ponieważ tu jest dana dostawa, a 
formuła na łuki tej dostawie odpowia- 
dające jest 24H+«, więc pierwiastka- 
mi równania (11) są wszystkie ważno- 
ści zamknięte w wyrażeniu: 


tka 
z= dost: ak A 


Liczba całkowita k może mieć tyl- 
ko jedne z trzech ważności 37, 3n-- 1, 
3m— l, (m jest także liczbą całkowita), 
uczynimy więc następnie A = 3n, k= 
3n-+1,4=3n—1, a po opuszczeniu o- 
kręgów, otrzymamy: 

z dowy oh dost (2nH=5) = 
dost (5) =dosts, 

z = dost od nn —=dost (ŻnH-- 
a =dost( 

(Bn—1)2H+e« 


a 
Eg), 
z == dost 


2H æ 2H. æ 
= t3)=dost(=-+3). 


=dost (2nH— 
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Dwie ostatnie ważności są równe 
" dwóm pierwszym; atak trzy są różne 


ważności, to jest z 6 “elas! z —dost 
2 

(B49, z —=dost oe ). Bydź je- 

dnak może, że dwie z nich są sobie 

równe; i tak, pierwsza jest równa 

trzeciej, gdy «=H. 


33. Ponieważ styczna łuku, równa się 


wstawie podzielonej przez dostawę, 
więc: 


b) 

t b __wst(a+6) 

TCG dost(a--b) 

—_Wsta.dostó-|- wstb. dost: a 
dost a.dost —wsta.wstó 


Lecz aby otrzymać wyrażenie stycz- 
nej summy dwóch łuków, w funkcyi 
stycznych tychże łuków; podzielmy 
licznik i mianownik drugiej strony 
tego równania przez dost a.dost b, wy 
padnie; 


wstła wstż 


Gata te 
siyati ta dost 


__wsta.wsth U 


wsta,dost& 
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35. 


„ W równaniu sty2a = 


że wst a___ J wst bia 4 
dosta dost, Li 
wiec 
tyb 
b —sty 2 + styb | 
sy (aS EAT (0) 


Tym sposobem postępując, znajdzie- 


myo ry Be SLI sty por b). 
żę te SORKA? ©) 
Naznaczywszy b=a, otrzymamy z ró- 


wnania (a) wyrażenie na styczną fuku 
dwa razy większego: 


jare pią (c). 

Naznaczając następnie b= 2a, 3a, 
4a.., otrzymamy styczną łuku, trzy, 
cztery it. d. razy większego od łuku 
danego. 
Znajdźmy teraz wyrażenie na styczną 
łuku dwa razy mniejszego. 
2 stycz a 
I—sty*a' 
uczyniwszy aja, będzie: 

2 sty 2-8 


T wet a, czyli stycz?ia 


+ i styga— l =01,. (d); 


sty a 
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1 SAW 
ztąd styła = mak AUTI 0. 
36. W równaniu (d) ostatni wyraz jest 
—|, więc iloczyn z dwóch ważności 
styża jest—1; jeżeli zatem AT i AT", 
fig: 6, oznaczają też ważności, w pofo- 
zeniu odpowiadajacem ich znakom, 
powinno bydź ATXAT==01*; a tém 


samém kąt TOT', musi bydź prosty, 
czyli łuk ‘MM'=90°. 


37, Styga może mieć jeszcze następujące 
ważności: 


styczycze V dosta a A 


l-+dost a” 
wst a 
styezža=r F gosia" (6 
l—dosta | 
stycząa= mam ear ke (Ł), 


Wyrażenia te fatwo otrzymać z wia- 
domych już format. Jakoż wiemy że: 
wst ža 
Q E PORAZ ALA 
12. stycz:za EEL 
c |—dosta 
ażewstza=+ 


m—— Z | 


2. 
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a dosty=3 VV! --dosta ; więc 
7. 


|--dosta 
1 7 » i4 l—dost a 
paan VEZ rid l-}dost a 
iY — 


s ó wstža. dostža 
v Sádi 
nie e ba dost?ża ? 


wsta 
a że wstąa.dostza=———, a dost? ta 


|--dost a. 
er PU a * 


wst a 
2 R 


a +doste” I+ dost a 
2 


H B R 2. 
więc styz a 


wst*ia 
wstza .dostZa’ 
1—dost z 


32. styczga == 


ponieważ wst?za—= 
bis á — wsta $ 
dost z a.wst z a = ——, więc 


l — dosta 
2 __I—dost a 


1 + + te ee —— m 
yoga wsta wsta ` 
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38. Formuły dające ważność |na wstawę 
i dostawę łuków a-|-b i a—b, prowa- 
dzą do wielu innych formuf, prawie 
ustawicznie używanych; przytoczymy 
więc z nich główniejsze. 

Dodając i i odejmując formufy na wst 
(a+b), dost (a+), wst: (2—D) i dost 
(a—b), otzymamy: 
2.wsta.dostb==wst(a--0)-Lwst(a—b), 
2.dosta.wst b=wst(a--b)—wst (a—b), 
2.dosta.dostb—dosi(a—6)-+ dost(a+b), 
2,wsta.wstb—dost(a—b)—dost(a+d). 

Formuły te służą do wyrażenia ilo- 
czynu z wstawy przez dostawę, z wsta- 
wy przez wstawę, lub też dostawy przez 
dostawę, w postaci sammy, lub różnicy. 

39. Nazwijmy p i q, dwa łuki jakiekol- 
wiek, i uczyńmy: 
a--b==p, a—b=q, będzie a=F(p+q)s 
b=3(p—q). Ważności te wstawiwszy 
za a i b, w formuły poprzedzające, i 
odmieniwszy porządek ich stron, wy- 
padnie: 

wstp-+ wstq=2wstz(p-|-q).dostz(p—q), 
wst p—wstg==2dost3(p-q).wst}(p—q), 
dostp-|-dostq—2dostz(p-|-q).dostż(p—q |; 
dostg7—dostp—=2wsti(p-++- 9). wstz(p—q). 
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Formuły te są bardzo dogodne ‘do 
rachunku, za pomocą logarytmów od- 
bywanego, bo jak widzimy zamieniają ' 
summę lub różnicę dwóch wstaw, albo 
dwóch dostaw na iloczyn. 


40. Nakoniec dzieląc przez siebie strony 
odpowiadające formuł poprzedzających 


i majac wzgląd, że w gólności dot A A= 
l 
sty Amr Ar otrzymamy: 
wst p-kwst g__wstż (p+9). dost?(p—q) 
wst p— wstą dost(p-+-q).wst (p—q) 
tyż ( 
styż(p+-9). dotż(p—qg) "92 PTY) 


styż (P—9) 
wst p wst p -|- wstg wst P+D_ S3(p+9) 
dostp-- dostg dostq "dostż(p-+-q) £ 
wst p+ wstą__dostz(p—q)__ Soy. 
dostg—dostp 7 wst 5(p—q) x. „Aki: 
wst p —wstg_dostz(p-|-q) 4 
dosty—dostp~ wst;(p-+-q) ee) 
dostp--dostq TEP TI), ).dost i(p—q) 
_dostg—dostp"" wst ż (P+). wst £(p—q) 
==dot ; (p-|-)qg.dot z(p— a= 2(P+4) 

* styż (p—q) 
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Z tych formuf,’ pinned szczególniej 
zasługuje na uwagę, którą w ten spo- 
sób wysłowić motos: Summa wstaw 
dwóch łuków, tak się ma do ich ro- 
źnicy, jak styczna połowy summy 
tychże łuków, do stycznej połowy ich 
różnicy. 

Natrafiamy niekiedy na wyrażenia 
trygonometryczne, których początku 
nie łatwo zgadnąć. W takim przy- 
padku najlepiej sprawdzić też wyra- 
żenia; wczém nie ma żadnej trudno- 
ści, tak mp. aby dojść zkąd powstało 
równanie: 

wst (2-+-4).wst (a—b)—= wst?a-—wst*d, 
potrzeba zamiast wst(a-|-B) i wst(a—b), 
wstawić ich ważności. Jakoż zrobi- 
wszy to, otrzymamy: 

wst(a--b).wst (a—b)= wstê adost? b— 

wst?b.dost b; 

za dost?a i dost?5, wstawiwszy ich wa- 
Żności l-—wst?a i l—wst?d, i wyko- 
nawszy redukcya, otrzymamy równa- 
nie dane. 

Podobnież aby dojść koe powstało 
1— 1—sty* 


parse 


równanie: dost a= ———,-, potrzeba 
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s BA <a: 


wst?ia 
dost?Za 
dost#. a— wst?za 
do ost’ ža- wst? ra? 
a że ZLEJ a dost?32 


za sty?ża wstawić 


, przez co 


stron Z Z zamienisię NA 


--wst?ra—l, więc dost" 28 atta 
gi dosi?Za + dost? ža 
l—sty?z 
Y 27 —dost a 
1--sty*2 


Tak postepujac znajdziemy łatwo po- 
czątek następujących -równan: 


dost(a--D). POTY ARES —wst2@_ 
tya 
ty(45 = Sy a 
sty(450pe)=— ae 
l 
I-Hstya.styża” 
st p—wst (2 +b) (a+b) 
dosta.dostd” 
MEET it styc. 
W ostatnićm ztych równań, należy 
wziąć a-rb--c = 180°. Równanie to 
pokazuje, że można dobrać takie trzy 


ilości, których summa jest równa ilo= 
czynowi. 


rh, GAS 
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Okazanie geometryczne formuł 
poprzedzających, 


42. Wyprowadziwszy geometrycznie for- 


43. 


muty na wstawę i dostawę łuków a--b 
i a—b, użyliśmy rachunku algebrai- 
cznego, do wyprowadzenia znich wszy- 
stkich innych; ztąd wypada, że gdy 
pierwsze formuły są prawdziwe dla 
wszystkich łuków, i drugie takiemi 
bydź muszą, bo to jest istotną cechą 
sposobów analitycznych; kiedy prze- 
ciwnie używając wykreśleń geometry- 
cznych, obawiać się zawsze potrzeba, 
aby wypadki nie stosowały się tylko 
do przypadków wskazanych na figu- 
rach; ztóm wszystkićm, ponieważ fi- 
gury widoczniej prawdę okazują, wy- 
prowadzimy i tą drogą, niektóre z for- 
mut poprzednio otrzymanych. 

Mając daną wstawę i dostawę łuku a, 
znaleźć wstawę i dostawę łuku dwa 
razy większego. 

Niech będzie AB=BC—a (fig: 7), 
poprowadziwszy cięciwę AG i promień 
OB, do niej prostopadły, tudzież z pun- 
któw Gi P, śpuściwszy prostopadłe CQ 
i PH, do promienia OA, będzie: 

5 
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wst a=zAP, dost a=OP, wst2a—CQ— 
2PH, dost2a—=00—0H— O HI=0li— 
AH. 

W trójkącie OPA prostokątnym | 


przy P 
APXOP oP? AP? 
Te ery AO 0006 


Zamiast linij, wstawiwszy ich na- 
zwiska trygonometryczne i biorąc pro- 
mien OA=l, otrzymamy: 

wst 2a—2PH—2wst a.dost a, 
dostż2a=0H — AH—=dost?azŹwst?a. 
Majac daną wstawę i dostawę fuku 
a, znaleźć wstawę i dostawe fuku Za, 
dwa razy mniejszego. 

Wziąwszy tuk AC—a, fig: 8. Spuść- 
my OP, prostopadłą do średnicy AB, 
i poprowadźmy cięciwy AC i BO, tu- 
dzież promienie OD i OE, prostopa- 
dfe do nich w punktach Q iR. Na- 
znaczywszy OA—=l, będzie: i 
OP—=dost a,AP=l — dost a, BP=|-- 
dost a, AC 2wstja,BC=2dostza, 

Ponieważ każda z cięciw AC iBC 
jest średnio geometrycznie proporcy- 
onalna, do średnicy i odcinka jej przy- 
ległego, więc: 
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AC*=ABXAB, czyli 4 wst?4a—= 
2(1—dost a), 

BC?=AB XBP, czyli 4 dost? Fa—= 
2(1-+-dost a). 


ztąd wstęga =i) ace a, 


dost Zann VE = M 


45. Mając daną wstawe i dostawę fuku a, 
znaleźć wstawę i dostawę łuku 3a, 
trzy razy większego. 

Niech będzie tuk jakikolwiek, za- 
kreślony promieniem0A = l, fig. 9, 
weźmy AB=BC=CD=a, z punktu B 
i D spuśćmy prostopadłe BPi DQ do 
OA, poprowadźmy cięciwę BD i pro- 
mienie OB i OD. Trójkąt równora= 
mienny BOD, jest podobny trójkąto- 
wi BDF; gdyż kąt OBD jest wspólny 
obu tym trójkątom, a kąt BDF, któ. 
rego miarą jest } BE, czyli BD, ró- 
wny kątowi BOD; więc: 

BF:BD — BD: OB, ztąd BF=BD*= 

‘Awst?a 

Poprowadźmy PG równoległą od BF, 
będzie PG=BF—=dwst?a. 

“A że w trójkątach QGP i OBP po- 
dobnych: 2 
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a R. 
QG:PB=PG:OB, QG=—4wst?a. 


wiec 
i PQ:OP=PG:0B, PQ=4wst*a.dosta. 
wst 3 a =DQ==DF+-FG—Q0G—=BD+- 
BP—QG—3wst a— QG, 
dost 3 a=0Q0= OP—PQ—dost a—PQ, 
wstawiwszy za QG i PQ ich ważności, 
otrzymamy: 
wst3a—3 wsta—4wst? a, 
dost3a—dosta—4wst?a.dosta. 
Pierwsze ztych równań jest to sa- 
mo co równanie (3), (30), w drugićm 
zaś położywszy l— dost?a za wst?a, 
otrzymamy równanie (4), (30). 
Mając dane styczne dwóch fuków a 
ib, znaleźć styczną summy a--2, i 
styczną różnicy a—d, tychże łuków. 
Promieniem OA— 1, fig: 10, zakre- 
śliwszy fuk AM, wezmy AB—a, BC 
Z punktu A i B, poprowadźzmy sty- 
czne AT i BS, łuków AC i BC, nako- 
niec z punktn S, spuśćmy prostopa- 
dłą SH do promienia OA. Podług 
wysłowienia dana jest BR=stya, BS 
sty b; a znależć potrzeba AT=sty 


(a+). 
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Ponieważ trójkąty OAT i OSH, są 
podobne, więc: 
AT "SB Spi 
DAO? ztąd AT=sty(a--5)=5h 


Wtrój kątach SHR i OBR, rych: 
jest: 
"SH OB b 
sion wad Sp, 
W trójkącie ORS adi Ń przy O. 
SR*=0R?+-05*—20RX0H, 
aże SR*=BR*-|-BS?--2BR X BS; 
więc BR*+-557--2BR XBS=OR?-+ 
u5*—20RX0H, 


ztąd JA 
20RX0OH=0RK?—BR?*--05* 
—Bs? —2BR XBS, 
—2058? —2BRXBS 
—=2—sty asty b, 
1 —stya.styð sty% 
a tém samém 0H=——— OR 
Wstawiwszy za SH i OH, ich waż- 
ności, w wyrażenie sty (a-|-5), otrzy- 
mamy: 4 3 
__sty a+sty 
sty(a-pó)—= | —sty a.sty b 
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Zrównąż łatwością wyprowadzić 
można ważność sty (2—b), bo przy- 
patrując się z uwagą, fig: 11, w której 
fuk AC—a—%, widzimy, że toż samo 
wykonać potrzeba co w poprzedzaja- 
cym przypadku, z tą tylko różnicą, 
że ponieważ RS—=sty a— styb; więc 
drugi wyraz liczników w ważnościach 
SH i OH zmieni znak -} na — ibe- 
dzie: 
styz—styb 

mel (a O tynstyć w 
Wyprowadzmy teraz formuły: 
wstp-- wstą=2wst5(p-|-g9).dostż(p—g), 
wstp—wstq=2dost(p-+-q).wsti(p—q). 

Weźmy tuk AB=p iAC=a, fig: 12, 
i poprowadziwszy cięciwę BC i promień 
OD do niej prostopadły w punkcie E, 
spuśćmy z punktów B, C, D iE, pro- 
stopadte BP, CQ, DR i EF, na promień 
OA, nakoniec poprowadźmy EG ró- 
wnoległą od OA. Podług wykreśle- 
nia: 


t 
BP—wstp,CQ=wstg, BF" 
BG— wstp—wsiq, 


Wd 
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AD=?(p-Lq), Da=wst$(p+-4), 
OR=dosti(p+9), 
BD=2’p—4q), TACA 
Okb—=dostz(p—4q). 
Trójkąty OEF i ODF. są podobne, 
więc: ` 
EF:DR=OE:OD, 
BG:OR=BE:0D; 


DRXOE _ wst3(p-+q)-dostZ(p-q) 
Tonnes on 
pooR XBE__dostz(p-|-q).wstz(p-q). 
Seek dt ET OD. 
Zamiast EF i BG, wziąwszy ich wa- 
Zności i uczyniwszy OD—= l, wypadnie: 
w DO q 


ztad 
EF= 


—=wsi$(p--4).dost2 (p—q), 
ER ża q 
2 
ezyli | 
wstp--wstq—2ws'F(p+q).dostz(p—9), 
wstp—wstą=2dosizż (p-|-q). ws1ż(P—7): 

Z tych samych trójkątów otrzymać 
można ważności na dost p+ dostq i 
dost p—dost q. 


dosi pH 9):wstż(p— 9), 
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48. Summa wstaw dwóch łuków, tak się 


x 


ma do ich różnicy, jak styczna po- 
łowy summy tychże łuków, do stycz- 
nej połowy ich różnicy. 

W punkcie D poprowadźmy styczną 
ST, fig: 12, i przedłużmy cięciwę BC, 
do przecięcia przedłużonego promie- 
nia OA w punkcie H. W trójkątach 
podobnych EFH i EBG; 


EF EH EH DS 
BG Ee EB DI 
więc 
EF_DS IRET- DS 
BGT DI ê tém samém i —= JBG DP 
Ponieważ zaś 2EF = wst p+ wst g, 
2BG=wstp—wst 9, 
DS=styAD=sty3(p+- 9), 
D'f=styDB=sty3(p—q); 
wstp--wstą  styt(p+q) 


więc KM, 


* wstp—wstą  styz(P—4g) | 


http://rcin.org.pl 


tę. CYM 


ROZDZIAŁ II. 


O TABLICACH TRYGONOMETRYCZNYCH 
I ROZWIĄZYWANIU TRÓJKĄTÓW. 


Układ tablic trygonometrycznych. 


49. Tablicami trygonometrycznemi, na- 
zywają się tablice zamykające wazno- 
ści liczebne linij trygonometrycznych, 
fuków od 0 do 90°. Dla tego zaś 
obejmują tylko linie trygonometrycz- 
ne łuków mniejszych od 909, bo jak 
widzieliśmy wyżej (13), każdy tuk 
mrżna przywieść do pierwszej ¢wiart- 
ki okręgu. Okazemy tu sposób obli- 
czenia wstawy, dostawy i t. d. różnych 
łuków powiekszajacych się o jednę 
minutę, uważając dawny podział o- 
kręgu. 

Gdyby wiadoma była wst !', znale- 
źlibyśmy za pomocą formuł wyżej o- 
trzymanych, inne linie trygonometry- 
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a sok 


czne, tak np. z formuły dosta=+ y (l 
—wst?a),otrzymalibysmy dostl'.Mając 
ważność wst l, i dost |, znajdziemy 
wstawę i dostawę 2 5%, 4 it.d., czy- 
niąc następnie w formułach: 
wst 2a=swst a.dost a; 
dost2a—=dost*a—wst? a; 
wst(a--5)—wsta.dostó-|-wstó.dosta, 
dost(a--b)—=dosta.dost> — wsta.wstb, 
Boot A=, ŻW >. 
Ważności innych linij trygonome- 
trycznych, obliczymy za pomocą for- 
mut: 


stela nz | 
y T dosta tya: 

i PRR 9 ya a 
siecz a= os a eae 


Cala więc pow NY na wy- 
rachowaniu zjak najwiekszém przy- 
bliżeniem, wstawy fuku I’. 

Nim okażemy sposób wyrachowania $ 
wstl', dowiedziemy naprzód: źe w pier- 
wszej Cwiartce okręgu, tuk jest więk- 
szy od swojej wstawy, a mniejszy od 
swojej stycznej. 2°. Kiedy się łuk 
zmniejsza nastepnie do zera, stosu- 
nekjego do wstawy, coraz bardziej 
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zbliża się do jedności, to jest: że gra- 
nicą tego stosunku jest jedność. 

Co do 1°. Niech będzie fuk AB, za- 
kreślony promieniem OA, fig: 13, któ- 
rego cieciwa jest AB; wstawa BP, sty- 
„ czna AT. Łuk AB, jest większy od 
cięciwy AB, a że cięciwa jest większa 
„od wstawy, więc tém bardzićj fuk AB, 
jest większy od swej wstawy BP. 

Wycinek AOB, fig: 13, jest równy, 
Łuk ABX AO; trójkąt ATO=ATX; 
AO; a że wycinek jest mniejszy od 
trójkąta, więc 

Łuk ABXZAO < ATX#AO, ztąd 
fuk AB CAT. > 


wst a 

Co do 2°. Z równania stya=—— 
st 1 doste’ 
wypada: eoin TB a że w miarę 
wstz dosta’ é 


zmniejszania się fuku a, powiększa się 
- jego dostawa, i może się tak zbliżyć 
do jedności jak tylko chcemy, więc 
też stosunek E ea, albo jemu równy 
BC: ‘ z SU 

ae zmniejsza się wraz z łukiem, i 
wsta » 


ma za granicą jedność. 
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Ponieważ tuk jest większy od swej 
wstawy a mniejszy od stycznej, więc 


stosunek , nie może bydź, ani 


a 

wsta 
mniejszy od jedności, ani większy od 
sty a 
wsta 
przybliżony do jedności, jak się po. 


; a Ze ten ostatni może bydź tak 


może 


doba, więc i stosunek aia 


bydź podług RE EEA przybliżony 
do jedności. 


« Kiedy fuk a jest bardzo mały, stosunek 


a 
. . 


różni się bardzo mało od 1, i 


wsta 
w tym przypadku różnica między fu- 
kiem a jego wstawą jest tak mała, ż ze 
można wziąć fuk zamiast jego wsta- 
wy iodwrotnie; nadto można zawsze 
obliczyć stopień przybliżenia. 

Wiemy Że wst OSIĄ . dosta; 
z nierówności zaś styż ga>ga, czyli 
wst 


dosiga 
si 
więc wsta> a.dost*$ 2, 


AŻ a; wypada: Zwsiża >adosiża; 
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Lecz dost?zża==1—wst?Ęa; a tém sa- 
mém: dost*ża>r—(G2)*, 


r a 
wiec wst a>a--—-, 
4 


. Zastosujmy teraz to wszystko do łuku 
1. Wiemy zgeometryi, Ze biorąc ére- 
dnicę za jedność, okrąg koła jest: 

w =3,1415926535897293.... 
lecz biorąc promień za jedność, ~ zna- 
czy tylko pof-okregu, więc 

ža =|,570796326794896.... 
znaczy 4 okręgu, to jest fuk 90°; a 
zatém 


1,570796326794896 
Luk 1 SST ERO ee 
=(),000290888208665. 


Luk ten jest, jak widzimy, maei 
szy od 0,0003; 


więc z(łuk a? <0) 000000000007, 
a tém samém 
tr> 0,000290888208..... 
"= f —0.000000000007. 


czyli wst1' > 0,000290888201..... 


Wstawa ta zaczyna się różnić od 
łuku a , dopiero w lŻtej cylrze dzie- 
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siętnej, wziawszy przeto 
wst 1 =0,00029088820I, 
popełnimy uchybienie mniejsze od je- 
dnej jedności dwunastego rzędu. 
Przybliżenie to byłoby zbyteczne, 
gdyby szło tylko o ważność wstu, 
musiało jednak bydź tak daleko po- 


sunięte, bo ważność wst l', jest po- 


trzebna do wyrachowanie wstaw in- 
nych łuków, które, jak widzieliśmy, 
zależą od wst1' i dost 1’; błędy w ra- 
chunku ustawicznie się powiększając, 
wpiywają na następne. cyfry dziesię- 
tne. 

Daliśmy tylko krótkie wyobrażenie 
sposobu obliczania tablic trygonome- 
trycznych; są bowiem inne, za po- 
mocą których daleko prędzej i ta- 
twiej można wyrachować wstawę i do- 
stawę fuku danego. 

W zastosowaniu trygonometryi prawie 
wszystkie rachunki odbywają się za 
pomocą logarytmów, dla tego też w 


. tablicach umieszczono logarytmy wstaw 


dostaw, stycznych i t. d., zamiast ich 
ważności liczebnych. Logarytmy te wy- 
rachowano, biorąc promień r—=(I0)'°, 
czyli 10000000000, nie zaś r=1; gdyż 
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wziąwszy r—1, byłby log: r—0, a przez 
to logarytmy wstaw i dostaw, jako u- 
tomków względem promienia, byłyby 
odjemne; toż samo rozumieć należy 
o stycznych fuków mniejszych od 45 

i dotycznych fuków większych od 459. 
Logarytmy zaś siecznych i dosiecznych 
byłyby zawsze dodatne, jako linij 
większych od promienia. Dla uni- 
knienia tej niedogoduości, podzielono 
promień na 10000000000 części rów- 
nych, to jest, wzięto r=(10)79; i wypad-. 
ki otrzymane pooług promienia r=ı, 
zamieniono na odpowiadające im, po- 
dług promienia (10)7?, mnożącje przez 
(10}*°, albo dodając 10 do ich lo- ` 
garytmów. Biorąc albowiem r—=1, 
otrzymujemy stosunki wstaw, dostaw 
it. d. do tego promienia, więc dzieląc 
tenże promień na m części równych, 
należy každy z tych stosunków pomno- 
żyć prrez m, aby wiedzieć ile takich- 
ze części zawierają wstawa, dostawa 
it d. 

Uwaga. Zamiast uczynić r=(10)*° 
można było uczynić r==(10)* lub (10)3, 
dla tego jednak uczyniono r=(10)*°, 
że wtém przypuszczeniu logarytmy 
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linij trygonometrycznych, są tylko 
dopefnieniami arytmetycznemi ich lo- 
garytmów, obliczonych podług pro- 


mienia I. 
54. Logarytmy stycznych wyrachować 
można podług formuły sty „AE, wst a 
dost a, 


podług której log. sty a= log: wst a-|- 
(10—log: dosta); to jest, że do loga- 
rytmu wstawy pewnego fuku, potrze- 
ba dodać dopełnienie arytmetyczne 
logarytmu jego dostawy, aby otrzymać 
logarytm stycznej tegoż łuku. 

Logarytmy dotycznych otrzymamy 
zformuły stya. dot a =r?, z której 
log. dot a=10--(10—log. sty a). 


Rachunek wstaw i dostaw od 9° do 9°, 
celem sprawdzenia tablic. 


Dla okazania sposobu sprawdzania 
tablic, przytaczamy rachunek wstaw 
i dostaw łuków od 99 do 99. 

Niech będzie naprzód wst 18%=a; 
2x będzie cięciwą fuku 36°, czyli bo- 
kiem dziesięcio-kąta foremnego w ko- 
ło wpisanego: a Że bok ten jest równy 
większej części promienia podzielone- 
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go, w stosunku średnim i skrajnym» 
wziąwszy zatém promień za l, będzie: 
1:2x—=20: 1—2ac, 

ztąd 1?--za=$, 
rozwiązawszy to równanie i opuściw- 
szy ważność odjemna, która tu jest 
nieużyteczną, otrzymamy: 
acz=wst18%—=dost/2=5(—l--y'5). 

Za pomocą tej ważności, znajdziemy 
fatwo: 

V l=x*=dostl80==wst720— 
ży 10+2Y5. 

Ważności te wst 18° i dost 18°, wstaw- 
my za wst a i dost a w formuły dające 
ważność na wst 2a i dost2a (29), bę- 
dzie: 
wst 36°=dost 54*=ży/ 10—2y5. 
dost 36” =wst54*=5(| --y/5). 

Tęż ważność wst 18° wstawmy w 
formuły na wstża idostża, otrzymane 
w funkcyi wst a, wypadnie: 


wst9=dost81=Iy 3+-y/5 
—2y 5—V 5. 

dost )°= wst 81°= 3Y 3+ y5 
+4V 5—y5. 
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Nakoniec wstawiwszy w też formuty 
ważność wst 54°, za wst a, otrzyma- 


my: 
wst infra -dost 63°=3V 5F V5 
= 3>V/l, 
dost 27° = wst = wst63=3V SVS 
+V 3—V5. 


Nadto przypony sobie, że wst 
45°— dost. 45" "ży 2, a ułożymy na- 
stępującą tablicę: 

wst 09—=dost 90°= 


wst 9=dost EEY eyr: 5 


I 


— h— 


wst 13 —dost 0205-16); 
wst 279—dost 639—. 1 5+y/ 5 
—zV 5—v5, 
wst 36°—dost 54 —= zy 10—2y5, 
wst 45°—dost45°=iy 2, 
wst 54°—dost 36°=2(1-+/5), 
wst 639—=dost 27°=3V 5+Yy5 
+2V 3—y5, 
wst 72°=dost 18°=2V 10+ T0-F2y 5 5, 
wst 81° = dost 9°=3 1V 3475 
4V 5—V 


wst 90°=dost tös = 
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Wyrażenia te są bardzo proste i zaa 
mykają tylko pierwiastki kwadratowe, 
można je przeto łatwo obliczyć z żąda- 
nem przybliżeniem. 

53. Sposób użycia tablic trygonometrycz= 
pych, polega na rozwiązaniu dwóch 
następujących zagadnień: 

1°. Mając dany kąt, znaleźć za po- 
mocą tablic, logarytm jego wstawy, 
dostawy, stycznej i dotycznej. 

20. Mając dany logarytm wstawy 
lub stycznej, dostawy lub dotycznej 
kąta niewiadomego, wyznaczyć tenże 
kąt. 

Dwa te zagadnienia z fatwością roz- 
wiązać można, znając układ tablic try- 
gonometrycznych. 

W tablicach pospolicie używanych, 
znajdują się logarytmy wstaw, dostaw, 
stycznych i dotycznych, obliczone do 
siedmiu znaków dziesiętnych, na wszy- 
stkie stopnie i minuty 4 okręgu. Lo- 
garytmy te znajdują się w kolumnach 
mających napisy wst. dost. sty. doty. 
Stopnie kątów mniejszych od 45°, znaj- 
dują się u góry, a minuty w pierwszej 
kolumnie zlewej strony. Stopnie zaś 
kątów zawierających od 45" do 90°, 

6 
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znajdują się na dole, a minnty odpo» 
wiadejące, w pierwszej kolumnie zpra- 
wej strony. 

‘Tym sposobem znajdziemy, że 

log.wst. 17° 23'=log.dost.72°37'= 

9,4753271, 
log.wst.72937==log.dost. 179 23'= 
9,9789386. 
łog.sty.32?19—=log.dot.57 °4 I == 
9,8011161. 
log.sty.57941 =log.dot.32019= 
10,1988839. 

Gdy kąt dany oprócz minut, zamyka 
jeszcze sekundy, potrzeba zwrócić u- 
wagę na różnice w tablicach wyra- 
żone, i wykonać rachunek podobny 
temu, który się wykonywa, szukając 
logarytmu liczby nie znajdującej się 
w tablicaeh. 

Przypadek 1. Wyrachować logarytm 
wstawy kąta danego. 

Gdy kąt dany jest ostry, bierze się 
z tablic logarytm wstawy stopni i mi- 
nut wchodzących w wyrażenie kąta 
danego. Poczém rachuje się ilość z, 
którą potrzeba dodać do tego logaryt- 
mu, aby otrzymać logarytm żądany, 
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przypuszczając, że kiedy kąt ostry 
(zamyksjący stopnie i minuty), po- 
większa się pewną liczbą sekund, nie 
przechodzącą 60, logarytm jego wsta- 
wy powiększasię proporcyonalnie. To 
jest: układa się następująca propor- 
cya: 

Liczba 60 sekund zawartych w je- 
dnej minucie, jest do liczby sekund 
kąta danego,jak różnica między dwo- 
ma następnemi logarytmami wstaw 
kątów, między któremi jest zawarty 
kąt dany, do ilości x, którą potrzeba 
dodać do mniejszego z tych logaryt- 
mów, aby otrzymać logarytm żąda- 
ny. 
Przykład. Wyrachować logarytm 
wstawy 37° 59". 

Logarytm ten przypada między lo- 
garytmein wst 3795, a log. wst. 3796, 
dosyć przeto znaleźć ilość a, którą 
potrzeba dodać do log. wst. 3795', aby 
otrzymać log. wst. 37° 5'9". W tym 
celu układamy proporcya: 

Różnica 60” między katami 3795'i 
3796, pomiędzy któremi jest zawarty 
kąt dany, jest do różnicy 9" między 
kątem danym, a kątem bezpośrednio 
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mniejszym 37°5', jak różnłea 0,0001671 
między logarytmami wstaw kątów, 
między któremi jest zawarty kąt da- 
ny, do różnicy szukanej x, między 
log. wst. 3799, a log. wst. 37° 5'9", to 
jest: 

60:9=0,000 167 I:a, ztąd «—=0,0000251. 

Dodawszy 0,0000251 do logarytmu 
9,7803000, wst.3 7 ?5',summma9,7803251, 
wyrażać będzie logarytm szukany wst. 
37939". 

Tym samym sposobem znajdziemy, 
że log.wst. 52954 51”, jest 9,9018579. 

Gdy kat dany jest roztwarty, ten 
przypadk przywodzi się do poprzedza- 
jącego, zważając, że wstawa kąta jest 
równa wstawie jego spełnienia, dosyć 
zatóm odjąć kąt dany od 180°, i wy- 
rachować logarytm wstawie kąta ostre- 
go, ztego odjęcia wynikłego. 

Przypadek 2. Wyrachowad logarytm 
stycznej kąta danego. 

Logarytm ten otrzymuje się przez 
rozumowanie i rachunek, podobny od- 
bytemu w poprzedzającym przypadku. 

Przykład 1. Wyrachować logarytm 
stycznej 37939". 
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Bierze się z tablic log.sty.37°5', któ- 
ry jest 9,873428], i różnica0,0002626, 
między logarytmami stycznych kątów 
3795 13796, między któremi znajdu- 
je się kąt dany 37°59"; i dla znalezie- 
nia ilości a, któraby dodana do log 
sty. 3795, dała logarytm szukany, u- 
kłada się następująca proporcya: 
60:9==0,0002626:2x; ztąda=0,0000394 

Dodawszy 0,0000394 do 9,8784281 
summa 9,8784675, będzie logarytmem 
żądanym. 

Przykład 2. Wyrachować logarytm 
stycznej 52954 51". 

Bierze się naprzód log. sty. 52° 54, 
to jest 10,1213093, szukając go w kolu- 
mnach pionowych, których napisy są 
umieszczone na dole. Aby zaś znaleźć 
ilość x, któraby dodana do tego loga- 
rytmu, dafa logarytm szukany, bierze 
się z tablic różnica 0,0002626, między 
log. sty. 52954, ilog. sty. 52955, i u- 
kłada proporcya: 

e0:5I=0,0002626:2; ztąd c= 
0,0002232. 
„ Ta ważność x dodana do 10,1213093 
da logarytm szukany 10,1210325. 
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Uwaga. Aby znaleźć logarytm sty- 
cznej kąta roztwartego, szuka sie ę wprost 
logar ytmu stycznej spełnienia tegoż ką- 
ta; lecz dla wskazania, że ta styczna 
jest odjemna, daje się znak —, z pra- 
wej strony logarytmu. Ma się potém 
wzgląd naten znak w przejściu od 
logarytmów do liczb lub kątów. l tak 
log. sty. 127° 5'9", napiszemy w ten 
sposób: 

10,1215325. 

Taz sama uwaga stosuje się do lo- 
garytmu dostawy i dotycznej kąta roz- 
twartego. 

Przypadek 3. Wyrachować logarytm 
dostawy lub dotycznej danego kata 
ostrego. 

Pierwszy sposób. Ponieważ dostawa 
i dotyczna kata ostrego a, są też same 
co wstawa i styczna kąta dopełnienia 
909—a, można więc obecny przypadek . 
przyprowadzić do jednego z dwóch po- 
przedzajacych, szukając logarytmu 
wstawy lub stycznej dopefuienia kata 
danego. 

Przykład. Zualeźć logarytm dosta- 
wy idotyczn:j 529094 51", 

Bierze się najprzód dopelnienie 52° 
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54°51", to jest: 3759", a potóm szuka 
się logarytmu wstawy i stycznej 37° 
99%. Tak postępując znajdziemy, że 
logarytmy szukane są: 9,780325), i 
9,8784675. 

Drugi sposób. Chcąc wprost wyra- 
chować logarytm żądany, postępować 
należy jak względem wstaw i stycz- 
nych, ztą.tylko różnicą, że ponieważ 
dostawa i dotyczna kąta ostrego zmniej- 
szają się, gdy się kąt powiększa, więc 
czwarty wyraz proporcyi, oznacza to, 
co odjąć należy od większego z dwóch 
logarytmów z tablic wziętych, odpo- 
wiadających kątom, pomiędzy któremi 
mieści się kąt dany, aby otrzymać 
logarytm żądany. 

Przykład. Wyrachować logarytm 
dostawy 52954'51". 

Kat dany jest zawarty między 52°54, 
a 52995, więc logarytm szukany, przy- 
pada między logarytmami 9,7804671 
i 9,7803000, odpowiadającemi dost 52° 
5% i dost 52955. Różnica między te- 
mi logarytmami jest 0,000167ł, więc 
kiedy kąt 52°54’ powiększa się o I‘ lub 
60", logarytm 9,7804671 jego dostawy 
zmniejsza się o 0,0001671; aby więc 
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znaleźć ilość, którą zmniejszyć po- 
trzeba tenże logarytm, kiedy się kąt 
52°54" powiększa o 51”, ułożymy na- 
stępującą proporcyą: 
60:51=0,000167 1:2; 
ztąd 2—=0,0001420. 

Odjąwszy 0,0001420 od logarytmu 
dost 52954, reszta 9,7803251 będzie 
logarytmem szukanym. 
Zagadnienie 2. Majac dany logarytm 
wstawy, albo stycznej. albo dostawy, 
albo dotycznej kąta niewiadomego x, 
wyrachować tenże kąt za pomocą ta- 
blic. f 

Kiedy logarytm dany znajduje sie 
całkowicie w tablicach, otrzymujemy 
bezpośrednio kąt szukany. 

Dosyć będzie uważać przypadek 
w którym logarytm ten nie znajduje 
się w tablicach. 

Pierwszy przypadek. Wyrachować 
kąt, majac dany logarytm jego wsta- 
Wy. 

Piranhi |. Niech będzie log. wst.% 
==9,280325 1. 

Ponieważ ten logarytm jest mniejszy 
od logarytmu 9,8494850, wstawy 
45°, więc kąt x, jest mniejszy od 45°. 
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Szukać zatóm należy logarytmu da- 
nego w kolumnach pionowych mają- 
cych u góry napis Wstawaj a tak po- 
stąpiwszy zobaczymy, Ze przypada 
między dwoma logarytmami 9,7803000 
19, 7804671, to jest, logarytmami wst, 
37°5' i wst. 3796, Tak że kat x skfa- 
da się z 37°9', i pewnej liczby Z Se- 
kund, którą wyrachować należy. 
W tym celu układa się proporcya: 

Różnica 0,0001671 między dwoma 
logarytmami, w tablicach będącemi i 
najblizszemi logarytmu danego, jest 
do różnicy 0,0000251 między logaryt- 
mem danym, a logarytmem mniej- 
szym od niego, jak 60 do z. 

Z proporcyi tej wypada z—9”, a więc 
kąt szukany x, jest prawie 37959". 

*Przykład 2. Niech będzie log. wst.x 
==9,9790313, 

Logarytm ten jest większy od loga- 
rytmu wst. 45°, więc kat «c jest więk- 
szy od 45°, szukać zatóm należy lo- 
garytmu danego w kolumnach piono- 
wych, mających u dofu napis Wsta- 
wa. Logary tm ten przypada między 
dwa logarytmy 9,9790192 19,9790594, 
z których pierwszy jest logarytmem 
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wstawy 72°20, drugi wstawy 72°21'; 
tak iż kat szukany składa się z 72°, 
i pewnej liczby sekund, którą się wy- 
znacza, jak w poprzedzającym przy- 
kładzie. 'To jest: bierze się różnica 
0,0000402, między dwoma logarytma- 
mi następnemi, najblizszemi logaryt- 
mu danego, tudzież różnica 0,0000121, 
między logarytmem danym, a od nie- 
o mniejszym, i układa proporcya: 
0,0000402:0,0000121—60:z; 
atad z= l8". 
Aa zatém kata x, jest 72°20' 
18”. 

Drugi przypadek. Wyrachować kat 
mejąc dany logarytm jego stycznej. 

Przykład. Niech będzie log. sty.c= 
9,8784675. 

Logarytm ten jest mniejszy od 10, 
to jest: od logarytmu sty. 45°, więc kat 
jest © mniejszy od 45°. Szukać przeto 
należy tego logatytma w kolumnach 
pionowych majacych u góry napis 
Styczna. To uskuteczniwszy spostrze- 
Zemy, że przypada między dwa loga- 
rytmy 9,8784281 i 9,8786907, sty 3795! 
i sty 316; tak iż kąt szukany zawiera 
37%5, więcej pewną liczbę z sekund, 
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która się oblicza sposobem przy wy- 
znaczaniu kąta danego przez jego wsta- 
wę wskazanym, to jest: układa się 
proporcya: 
0,0002626:0,0000394—60:z; 
ztąd z—=9". 

Ważność zatém przybliżona kata 
ostrego æ jest 37959". 

Przykład 2. Niech będzie sty x= 
11,1741505. 

Logarytm ten jest większy od log. 
sty. 45°, szukając go przeto w kolu- 
mnach pionowych, mających u dofu 
napis Sżyczna, spostrzeżemy że przy- 
pada między dwa logarytmyll,1[738974 
i11,1752954, to jest: między log. sty. 
86910' i log. sty. 86°11 Aby znaleźć 
liczbę z sekund, którą potrzeba dodać 
do 85710, dla otrzymania kąta szu- 
kanego, bierze się z teblie różnica 
0,0018980 między log. sty. 86*10' i log. 
sty. 8617), i układa proporcya: 

0,0018980:0,000253 1=60:z; 
ztąd z—=8". 

Ważność zatćm przybliżona kata 
sznkanego x, jest 86*10'8". 

Trzeci przypadek. Mając dany loga- 
rytm dostawy, lub dotycznej kąta o- 
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strego x, wyznaczyć tenże kat. 

lszy sposób. Przypadek ten łatwo 
przyprowadzić do jednego z dwóch 
poprzedzających; i tak, ponieważ do- 
stawa i dotyczna kąta ostrego a, jest 
równa wstawie i stycznej dopełnia 
90°— x, więc oznaczywszy to dopeř- 
nienie przez y, będzie: 
log. dost. x=log. wst. y; log. dot x= 
log. sty. y i y=90%—x. ` 

Obliczywszy log. wst. y, albo log. sty. 
y: wyrachujemy kąt y, podług spo- 
sobu podanego w pierwszym lub dru- 
gim przypadku, a odjąwszy go od 90°, 
otrzymamy kąt szukany 2. 

Przykład. Niech będzie log. dost. x 
=9,1753271. i 

Naznaczywszy y = 90°— a, będzie 
a=90° —y: 

log.dost.aclog. wst.y==9,4753271, 

Ponieważ log. wst. y= 9,4753271, 
więc y=17?23, a tém samém x=90* 
—y=90°— 179 23'=7 2°37". 

Drugi sposób. Chcąc wyrachować 
wprost kąt żądany, uważać naprzód 
potrzeba, że kiedy się kąt ostry po- 
większa, zmniejsza się jego dostawa i 
dotyczna; nadto: 
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log. dost. 0—=10, log. dost. 45°= 
9,8494850, 

log. dost. 89°59 6,4637261; 
log. dot. 0 = nieskońcżenie 
wielki, 

log. dot. 45°=10, 
log. dot. 89°59'==6,4637261. 

Gdy więc log. dost x, przypada 
między 10, i 9,8494850, kat x przy- 
pada miedzy 0 i 45°; gdy logarytm 
dost x, przypada między 9,8494850, a 
6,4637261, kat © przypada między 
45° a 89°59; kiedy log. dot. x jest 
większy od 10, kat x jest mniejszy od 
45°, a kiedy log. dot. x, przypada mię- 
dzy 10, a 6,4632671, tak x przypada 
między 45° a 89°59. 

Przykład 1. Niech będzie log. dost.x 
—=9,9879386. 

Logarytm ten jest większy od log. 
dost. 45°, więc kąt x jest mniejszy od 
45°. Szukając danego logarytmu w ta- 
blicach, spostrzeżemy, że odpowiada 
dost 179429, więc kąt x=17942. 


„ W formułach zamykających wstawy, 


dostawy it. d. promien jest wzięty za 
jedność, rachunek w nich wskazany 
można dwojakim sposobem za pomo- 
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cą tablic wykonać, to jest: albo przy= 
wrócić promień, jak się to jaz wyżej 
powiedziało, i wziąć logarytmy, biorąc 
10 za logarytm promienia; albo też 
uważać zawsze promień za jedność, 
lecz odjąć 10 od każdego log:rytmu 
z tablic wziętego. Odejmowanie to naj- 
lepiej wykonać na samej cesze, która 
przez to może się stać odjemna; ale- 
piej jeszcze brać logarytmy takie, ja- 
kie się w tablicach znajdują, i dopie- 
ro od wypadku odjąć tyle razy 10, ile 
się wzięło logarytmów z tablic. Po- 
prawka taka będzie zawsze łatwa do 
uskutecznienia, bo w ciągu rachunku 
logarytmy będą się tylko dodawać lub 
odejmować; nadto widoczna, że każdy 
logarytm dodatny wzięty z tablic, bę- 
dzie o 10 za wielki, a każdy odjemny 
o 10 za mały. 

Dla skrócenia zaś najlepiej odejmo- 
wanie logarytmów zamienić na doda- 
wanie, działając za pomocą dopefnien, 

„bo w tenczas 10, które potrzeba odjąć 
od logarytmu każdej linii trygonome- 
trycznej, aby otrzymać jej logarytm, 
biorąc promień za jedność, będzie na- 
grodzone przez 10 dodane do niego 
dla wzięcia dopełnienia. 
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Niech będzie mp. 1=419 X wst?40°; 
ztad log. xlog. 419-|-2log. wst. 409. 
log. 419==2,6222140. 
2 log. wst. 40%=19,6161350. 
log. w =22,2383490. 
Wypadek o 20 za wielki; odjawszy 
więc 20, zostanie: 
log. a—=2,2383490— log 173,12, 
ztąd 1=173,12. 


Związek między bokami i kątami trójkąta 


58. 


59. 


> 
prestokresinego. 


Dla skrócenia oznaczać będziemy ka- 
ty trójkątów przez głoski A,B, C; a 
boki im przeciwne przez a, ù, c. Nad- 
to jeżeli trójkąt jest prostokątny, A 
będzie kąt prosty, a, przeciw prosto- 
kątna. 
Twierdz: |. V trójkącie prostokąt- 
nym, każdy z boków przyległych ką- 
towi prostemu, jest równy przeciw 
prostokątnej, pomnożonej przez wsta- 
wę kąta Lemuż bokowi przeciwnego. 
Dowodz. Niech będzie ABC, fig: 14, 
trdjkat prostokatny przy A; z punktu 
B jako środka promieniem jakimkol- 
wiek zakreślmy łuk DG, i spuśćmy 
Li 
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DE prostopadią do AB. Wstawa kąta 
B jest stosunek DE, do promienia BD; 
w trójkątach zaś podobnych BED i 


ABC, jest: 
AC DE b 
BCED" ięc==— wst B. 


czyli b=a.wst B... SPY 

Kąt B jest dopełnieniem kąta c, 
wiec ‘wst B==dost C. 

Można zatém powiedzieć: że każdy 
z boków przyległych kątowi prostenu, 
jest równy przeciw-prostokątnej, po- 
mnożonej przez dostawe kąta przy- 
ległego temuż bokowi. 

60. Twierdz. II. 77 trójkącie prostokąt- 
nym każdy z boków przyległych ką- 
towi prostemu, jest równy drugiemu 
bokowi rozmnożonemu przez styczną 
kąta przeciwnego pierwszemu boko- 
wi. 

Dowodz. Niech będzie ABO, fig. 14, 

trójkąt prostokątny przy A, zakreśli- 

wszy tuk DG, wyprowadźmy z punktu 

G, prostopadłą GH do AB. Stosunek 

GH do BD, jest styczną kątaB. Aże 

AG GH 559 
AB ED “Sto = sty B 


czyli b=c sty B.... (2). 
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Wypadek ten można także wypro- 
twadzić z twierdzenia Igo. Jakoż za- 
stosowawszy to twierdzenie do kazde- 
gozbokówbic,i zważając, że wst C= 
dost B, będzie b—a wst B, ca dost B, 


b. wst B 
więc = gS STY B, czyli 
zab sty B. 


Twierdz: HI. 77 każdym trójkącie 
prostokreślnym wstawy kątów, są do 
siebie, jak boki im przeciwne. 
Dowodz. Niech będzie „trójkąt ABC, 
fig: 15; z punkta C` spuśćmy prosto- 
padłą CD do AB; gdy prostopadła ta 
przypada wewnątrz trójkąta, w trójka- 
tach prostokątnych ACD, BCD, jest: 


GD—b. wst A, CD=a. wst B, 
więc b wst Aa wst B; 
ztąd wst A:wst B=a:b, 

Gdy zaś prostopadła CD, fig. 15bis, 
przypada na przedłużenie BA, w trój- 
kącie ACD jest: CD—d.wstCAD. Lecz 
kat CAD jest spefnieniem kata CAB, 
więc wst CAD=wst CAB—=wst A, a tém 
samém 

wst A:wst B=aib.... (3). 
ie 
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62, Twierdz: IV. V każdym trójkącie 
prostokreślnym, kwadrat z jednego 
boku jest równy summie kwadratów 
z dwóch innych boków, zmniejszonej 
podwójnym iloczynem z tychże boków 
przez dostawę kąta między niemi za- 
wartego; to jest: że 

a?*—=b?--c2 —2bc dost A... (4). 

Dowodz. W trójkącie ABC fig: 15, 
spuściwszy prostopadłą CD do boku 
AB, gdy kąt A jest ostry, będzie: 

CB?=Ac?+452—2AB XCD, 
czyli a®=b?-+-c*—2c XAD. 

Lecz w trójkącie ACD prostokątnym 
przy D, AD=4.dost CAD, czyli D=Ż, 
dost A, więc: 

a?—=b?--c?—2bc.dost A. 

Gdy zaś kąt A jest roztwarty, fig: 

15 bis, będzie: 
BC2=AC?--3B?--2ABXAD, 
czyli a*=B5?--c?-|-20XAD. 

W trójkącie prostokątnym ADC, 
AD=b. dost CAD; a że kąt CAD jest 
spełnieniem kąta BAC, więc 

dost CAD——dost A, a tém samém 
AD=—b.dost A. 
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Ważność te wstawiwszy za AD, w 
równanie poprzedzające, otrzymamy 
równanie (4). 

'Twierdzenie to zastosowawszy do 
każdego boku trójkąta, otrzymamy 
trzy równania następujące: 

a?=b?--c3—2bc.dostA, 

b*—=a* --cs —Żac.dostB, 

c?=b*--a* —2ab.dostC, 
za pomocą których można zawsze 
wyrachować trzy z sześciu części trój- 
kata, gdy trzy inne są dane (wyjąwszy 
przypadek, gdy trójkąt jest nie podo- 
bny do wykreślenia, albo gdy dane 
są tylko trzy kąty). 

Twierdzenie III, jako wyrażające 
związek między dwoma bokami i dwo- 
ma kątami i im przeciwnemi, musi bydź 
wypadkiem z tych równań. Wypro- 
wadza się zaś następującym sposobem: 

Z równania pierwszego wypada: 


b?Lc2— 2? 
dost A R + więc 
wst? A=l—dost?A— 


4b%c*—(b?2+c%—a?*)? 
4b*c? 3 
_ 2a*b? + 2a*0?+-2b%2c? —a*—b*—(4 
TA 4b?c* c 
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BREAD 802. KORG „8 N RARE 
2a*h* 4-a%¢2-+2b*c*—at— b4+—c* 
c Yo Tk N TE L 
2abc. 


Tym samym sposobem otrzymamy 
z dwóch innych równań stosunki 
wst B wst C 
M 
leko łatwiej, zamieniając w drugiej 
stronie poprzedzającej równości na- 
przód a nab, ab na a, potéma na 
c, ac naa. Lecz że ta druga strona 
jest funkcyą symetryczną a, b, c, to 
jest: że się nie zmienia, za zmianą wy- 
konaną między głoskami, więc stoso- 
wnie do twierdz: III, jest: 
wst A wstB wst C 


— 


. Ale otrzymamy je da- 


— . 


a b c 


Rozwiązywanie trójkątów prostokreślnych 
prostokątnych. 


63. W trójkącie prostokątnym kąt prosty 
jest zawsze wiadomy. Aby więc trój- 
kąt prostokątny rozwiązać, dosyć 
prócz kąta prostego mieć dane dwie 
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części, pomiędzy któremi powinien 
bydź jeden bok. Dwie zaś dane części 
mogą bydź: l°, przeciw-prostokatna 
i jeden z kątów ostrych; 2%, jeden 
z boków przyległych katowi prostemu 
ijeden z kątów ostygch; 3%, przeciw- 


ki przyległe kalowi proste 
stkie zatóm przypadki rozwiązywania 
irófka! tów prostokątnych, zamkniemy 
w czterech nastepujacych: 

Przypadek |. Mając daną przeciw- 
prostokątną a, ikqt ostry B, znaleźć 
kąt C i boki bic. 

Naprzód C=90°—B; a podług 
twierdzenia Igo: 

b=a wst B, ca dost B. 
Wziąwszy logarytmy, otrzymamy; 
log. b=log. a+log. wst B—10, 
log. clog. a+log. dost B—10. 

Przykład 2. Mając dany bok b i 
kąt ostry B, znaleźć kąt C, i boki 
wre. 

C—90°—B. Podług twierdzenia Igo. 

b 


b==awst B; ztąd aD 
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a podług twierdzenia IIgo: 
cb sty C, czyli C=b dot B. 
Wziąwszy logarytmy, będzie: 
log a=10--log 5 —log wst B, 
log c=log 6+-log sty C—10, 
albo log c=log b+log dot B— 10. 
Przypadek 3. Mając daną przeciw- 
prostokątną a i bok b, znaleźć kąty 
Bic, ź bok c. 
Kat B otrzymamy z równania b= 
b 
a.wstB, ztąd wstB==, —90°—B; bok 
zaś c obliczymy za pomocą równania 
c=a wst C, albo też czy a*—b% 
czyli c=zV (a+-0).(a—b). 
Przypadek 4. Mając dane boki b i 
c, znaleźć kąty B,C i przeciw-prosto- 


kątną a. 
7 . , 
Kat B wyrachujemy za pomoca ro- 


wnania b= c sty B, ztąd sty B= = 


C=90°—B; nakoniec przeciw-prosto- 

katna a, otrzymamy z równania d= 

awst B. | 
Możnaby także znaleźć a, za pomocą 


formuły a=y 1° Fo?, Lecz że b? -+ 
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c? nierozkfada się na czynniki, for- 
muła ta jest niedogodna do rachun- 
ku logarytmicznego, idla tego lepiej 
wyznaczyć wprzód kat B, a potém 
bok a. 


Rozwiązywanie trójkątów prostokreślnych 
ostro lub roztwartokątnych, 


63. Trzy części dane trójkąta ostro lub 
roztwartokątnego, mogą bydz: |, jeden 
bok i dwa kąty; 2, dwa boki i kąt 
jednemu z nich przeciwny; 3, dwa bo- 
ki i kąt między niemi zawarty; 4,trzy 
boki. Wszystkie zatćm przypadki 
rozwiązywania tych trójkątów, przy- 
wieść można do czterech następują- 
cych: 

Przypadek |. M-jąc dany bok ai 
dwa kąty trójkąta, znaleźć inne jego 
części. 

Od 180° odjąwszy summę dwóch 
kątów danych, otrzymamy kat trzeci. 
Boki zaś b i e, otrzymamy podług 
twierdzenia Illgo, z proporcyj: 

wst A:wst B=a:b, wst A:wst C=a:c, 

a wst B Ba wstC 
ztąd b = 


wstA ” "7wstĄ. * 
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Przypadek 2. Majac dane dwa boki 
aió,i kąt A jednemu znich przeci- 
wny, znaleźć bok trzeci c i dwa inne 
kąty Bi C. 

Kąt B otrzymamy z proporcyi: a:b 
s=wst A: wst B. 

Mając wiadome A i B, będzie: C= 
1809—(A--B); nakoniec wyr rachujemy 
bok c za pomocą proporcyi: 

wst A:wst C—a:c. 

Rozwiązanie to potrzebuje objaśnie- 
nia, co do wyrachowanej ważności 
jednego z katów niewiadomych. 

I tak z pierwszej proporcyi wypada: 


b S 
wst B = a taa e 


a 
gdzie jak widzimy kąt szukany jest 
wyznaczony przez swoie wstawę; a 
ponieważ dwa kąty spełniające się, 
maja jednę wstawę, więc obliczywszy 
log wst A według powyższego równa- 
nia, można wziąć za ważność kąta 
szukanego B, juzto kąt ostry M znaj- 
dujący się w tablicach, już też jego 
spełnienie 180°—M, to jest: że będzie , 
B=M i B=180°— M, co zdaje się 
wskazywać dwa rozwiazania, i prowa- 
dzi do następujących uwag: 
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12, Kiedy kat A jest prosty lub roz- 
twarty, dwa inne katy masza bydz 
ostre; więc na B potrzeba wziąć taką 
ważność, jaką dają tablice, to jest: 
B=M; lecz aby w tym razie trójkąt 
mógł bydź wykreślony, powinno bydź 
a>b, fig: 16. 

22, Gdy dany kąt A jest ostry i bok 
a>b, musi takze by dz A>B, aw tym 
przypadku tablice dadzą jeszcze waż- 
ność kata B; trójkąt można będzie 
zawsze wy kreślić; a gdy będzie a=b 
trójkat bedzie równoramienny, fig: 17. 

32. Lecz gdy dany kąt A jest ostry, 
a bok a<b, to jest; gdy bok przeci- 
wny kątowi danemu, jest mniejszy od 
koku przeciwnego kątowi szukanemu, 
wtenczas można wziąć B—=M, albo 
B—150—M. I tak niech będzie kąt 
„ostry BACA, BC=a, AC—Ż, fig: 18; 
okrag zakreślony Z pankta G: jako 
środka; promieniem a może, w pe- 
wnych przypadkach przeciąć linią AB 
w dwóch punktach B i B; a wtenczas 
będą dwa trójkąty ACB, ACB, wykre- 
ślone za pomocą tych samych części 
dnych, i wktórych się kąty ABG iAB'C 
spełniają. Istotny zaś warunek dwóch 
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rozwiązań jest, aby bok a z założenia 
mniejszy oł b, był większy od pro- 
stopadłej CD, spuszczonej z wierzchot- 
ka C doAB. Bo gdy bok a jest ró- 
wny prostopadłej CD, okrąg zakreślo- 
ny promieniem a jest styczny do AB, 
i dwatrójkąty zamieniają się na jeden 
prostokątny AGD. Nakoniec gdy bok 
a< OD, trójkąta wykreślić nie można, 
bo w tenczas okrąg zakreślony promie- 
niem a ze środka C, nieprzetnie boku 
AB. 

Te dwie ostatnie okoliczności, ob- 
jaśniają same ważności kąta B. I tak 
w pierwszym przypadku, w trójkącie 
prostokątnym AGD; CD=JwstA, a 
że CD =a, więc a = b. wst A; ztąd 
b wst A 

a 

log blog wst A—log a= 
log wst B=l0, 
to jest: że gdy bok a jest równy pro- 
stopadłej CD, log wst B=10. 

W drugim przypadku, w trójkącie 
prostokątny m ACD, jest CD=Ż wstA; 
a że z przypuszczenia a<Ql), więc 

b wst A 


=l, a tem samém: 


a<b wst A, czyli >l,a tém 
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samém wstawa kata B wieksza od pro- 
mienia; a poniewaz nie masz wstawy 
większej od promienia, więc też trój- 
kąt nie może bydź wykreślony. 

Lubo powiedzieliśmy że boku c szu- 
kać należy po wyznaczeniu kąta B, 
można go przecież wyznaczyć bezpo- 
średnio za pomocą danych a, Ź, A. 
Jakoż na mocy twierdz: IV jest: 

a?=b?--0%—2bc dost A, 
czyli cż—2bc dost Aa? —b?; 
ztąd 

cb dost ALY a?—b?+ 5? dost?A 

=b dost ALV a? —b? wst?A, 

Ponieważ bok trójkąta powinien 
bydź zawsze ilością rzeczywistą i do- 
datna, łatwo więc przewidzieć jakie 
związki zachodzić powinny między a, 
b, A, aby na c byfa jedna lub dwie 
ważności. 

Poprzedzające ważności c, jako nie- 
dogodne do rachunku logarytmiczne- 
go mie używają się w trygonometryi. 
Jednakże, ponieważ często na podobne 
natrafić można, okażemy sposób uży- 
wany w astronomii, do zamienienia ich 
na inne, dogodniejsze do użycia. 
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Wyraźmy nejprzód te ważności 
w postaci: 

c=b dostaa / | ka. eae: 


a? 


Ponieważ je uważamy za rzeczywi- 


Ai oy, 
jest mniejsza od 


,,b wst 
ste, więc ilość 


1, i można ją uważać za wstawę pe- 
wnego kąta z, który wyznaczymy, czy- 
niąc: 

bwstA 


wst x= 


u a wst z 
Natenczas będzie b =— we" 


b2wst 2A 
Vi ŁA i z— = dost x; 
a 


a ztąd 
sia (wst z. dost A = wst A. A.dost x) 
wstA LE 
__awst (xe A) 
TTEWERE 


ważności łatwe do obliczenia przez 
logarytmy. 
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Przypadek 3. Majac dane dwa boki 
a,b, i kat C między niemi zawarty, 
znaleźć bok e i kąty A,B. 

"Twierdzenie IJI nie może bydz za- 
stosowane do tego przypadku,bo w każ- 
dej z proporcyj a:5—wst A:wstB i a:c= 
wst A:wstC, znajdują się dwa wyrazy 
niewiadome. Lecz z proporcyi: 

a:b==wst A:wst B, 
wy pada: 
a+b:a—b=wstA-t wstB:wstA—wstB; 
wiemy zaś iz (40) 
_wstA--wstB:wstA — wstB—styg(A-|-B): 

styz(A—B), 
więc 

a-+b:a—b=sty$(A-+-B): 

styz(A—B) ... (1). ¥ 

Ponieważ $(A-+B)=3(180°—C)—90° 
—IC, więc trzy pierwsze wyrazy tej 
proporcyi są wiadome, i można będzie 
z niej wyprowadzić ważność 3 (A—B). ' 
Mając wiadome połowę summy i po- 
towe różnicy kątów A iB, znajdziemy 
każdy znich, gdyż: 

A+B A—B,, A+B A—B 


|= ge toy zał ai ań 
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Po wyznaczeniu A i B, wyrachujemy 

bok c, przez proporcyą: 
wstA:wstC=a:c.... (2). 

Proporcya ta wymaga szukania 
trzech nowych logarytmów, to jest: 
ioga, log wst A, log wstC. W następu- 
jącym sposobie, szuka się jeden mniej. 

Ponieważ wst A:wst B:wst C—=a:bic, 
więc powinno także być: 

wstA-+-wstB:wstC=a-+dic, ztąd 
hy (a+b) wstC 
~~ wstA-+ wstB” 

Na mocy formuł (N* 29i 39), jest 
wst A--wst B=2wst$(A-+B)dost $(A— 
B), wst C= 2wst $U.dost 4 C, a nadto 
wst 5(A--B)=wst (90°—3C)= dost40. 
Waznosci te wstawiwszy w równanie 
na c, otrzymamy: 

Bp (a--bywstęC 
rai dosti(A—B)” 

Formuła ta zawierająca a+-d, któ- 
- rego logarytm jest już wiadomy, wy- 

maga rzeczywiście szukania tylko 

dwóch logarytmów. 

Bok c wyznaczyliśmy dopiero po A 
iB; aby zaś c wyznaczyć od razu; 


c 


„ (3). 
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zastosujemy twierdzenie IV, podług 
którego 


a a heera AGA. 
Lecz że logarytmy nie mogą być 
zastosowane do formuły, udamy się 
zatém do kąta przybranego; a z róż- 


nych przemian tej formuty, wezmie- 
my następującą: 


Wiadomo że dost*5C-- wst? 4C= r, 
a dost*$}C—wst?2C=dostC (3 + więc: 
c=V 4(a*--32)(dost*3C-hwst?ż tj a 
2ab (dost? 40—wst?5 OŁ 
=V (aF b)? wst? } zC (a— b) dost" ZG -G 


eae 2—b)* dot ZG 

—=(a--5) wstzl Mod 

V. +5 A) SH "RJ 

Styczna może przechodzić przez 
wszystkie stany wielkości, uczynmy 
więc; 
(a—b) dotzC 

a+b ’ 

a przedostatni pierwiastek zamieni sie 
na: 


ws 2% l 
V isty? EV, ETE + 


sty x = 


dost 7x — dost 5 


8 
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a tem samém będzie: 
_ (a+b) wst ZC 

j aatem o a 
Tak więc znajdziemy następnie kąt 
positkowy x i bok c, za pomocą for- 
muž łatwych do obliczenia. 

Rozwiązanie to różni się tylko na 
pozór od poprzedzającego, gdyż sty 
¥(A-++B), jest równa dotž0C; ważność 
przeto sty z jest równa ważności sty 
3(A--B),wyprowadzonej z proporcyi(1), 
a tém samém ostatnia ważność c jest 
identyczna z formułą (3). 

Zdarza się często w zastosowaniu, 
że boki są dane przez ich logarytmy. 
Itak dajmy, że dane są logarytmy 
boków aib, i kąt C, i że potrzeba 
tylko wyrachować kąty A iB. Ażeby 
w tym razie wyrachować g(A—B), po- 
dług proporcyi (1), potrzebaby wyra- 
chować pierwej a i b, za pomocą ta- 
blic; lecz można uniknąć tego rachun- 
ku przez wprowadzenie kąta posif- 
kowego. Jakoż, niech będzie 4 kąt 


b 
znaleziony, czyniąc sty Rot z formu- . 


ły (2) N° 34, wypada: 
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WIK ae 


i _ „sty 45°— styy 
sty (45 YT Lety ab tyy 
Śr ewe l R 
i + sty y’ 


wstawiwszy za sty ¥, jej ważność, bę- 
dzie: 
a—b 
SyS aa 
4 drugiej strony proporcya (1) daje: 


a— 


b 
styg(A—B) zaw styz(A-|-B); 


więc 
styz(A— B)=sty(45° ==) styz(A-|-B); 
a ponieważ 4 jest wiadome, znajdzie- 
my przeto atwo g(A—B). Tak po- 
stępując, potrzeba będzie rachować 
dwa logarytmy mniej, jak w propor- 
cyi (1). ; 

Przypadek 4. Mając dane trzy bo- 
ki a, b,c, wyrachowad katy A, B,C. 

Podług twierdzenia IV jest: a*—=: 
b*--c%—2bc dost A; więc: 
b21.ct#— a? 


dost A= ero 


8* 
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Tym samym sposobem wyznaczają 
się kąty BiC. Szukać jednak wy- 
pada formuły dogodniejszej do rachun- 
ku logarytmicznego. 


Wiemy (31) że: 
awst?XA—r—dost A; 
tu wstawiwszy ważność dostA, otrzy- 
mamy następnie: 


a?—b? —c*+-ebe . a? — (b—0)? 


a m O w 


EN I aaee - 


st x AS (e+2—0 (e— +0) 
ney V Abe. 

Aby tej formule nadać prostszą po- 
stać, uczyńmy obwód trójkąta a-+d 
-|-c=2s, a następnie: 
a-+b—e=2s—2c=2(s—c), 
a—b-+-cm=2s—2b=a(s—b); 


wst $A=—Y 8-4 3-0), 
be 


wiec 
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Ztąd wypada następujące prawidło: 
„Aby znaleźć wstawe połowy kąta, po- 
trzeba od połowy obwodu trójkąta, 
odjąć następnie, każdy z boków mie- 
dzy któremi ten kąt zawarty, reszly 
ztąd wynikłe rozmnożyć przez siebie, 
iloczyn ten podzielić przez iloczyn 
z tychźe boków, i z ilorazu wyciągnąć 
pierwiastek kwadratowy. 

Lubo kąt za jest wyznaczony przez 
swoję wstawę, nie wynika ztąd Żadna 
niepewność; ‘bo skoro kąt A należ 
do trójkąta, powinno bydź A< 1809; 
a tém samém 2A<go°. 

Z równąż łatwością wyprowadzić 
można formuły na dostę Aisty-Z A. 
I tak, ponieważ 2dost?}A—)-+dostA, 
więc za dost A wstawiwszy jej waz- 
ność i odbywszy rachunek zupełnie 
podobuy poprzedzajacemu, otrzyma- 


my: 
dost ren Val m, 


vce gg Boa) wst ž A, przez 
dosiżA, wypadnie: 


s ~b)(s—o) 
s(s—a) 


stycz A= 
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Chcąc za pomocą którejkolwiek z 
tych trzech formut wyznaczyć kąt, 
potrzeba szukać czterech logarytmów; 
dla tego też nie można dać żadnej 
z nich pierwszeństwa nad innemi, gdy 
idzie tylko o wyrachowanie jednego 
kąta w trójkącie. Lecz rachując 
dwa kąty, lepiej użyć ostatniej, bo 
dosyć wyznaczyć logarytmy czterech 
ilości, s, s—a, s—b, s—c, gdy biorąc 
którąkolwiek z dwóch pierwszych, po- 
trzebą szukać sześciu. 

64. Uwaga. Z trzech linij dowolnie wzię- 
tych, w tenczas tylko, jak wiadomo, 
można wykreślić trójkąt, gdy każda 
z nich jest mniejsza od summy, a 
większa od różnicy dwóch innych; 
ile” razy więc dane boki trójkąta do- 
pełniają tego warunku, trzy dj) 
o których mowa, dadzą na wstżA i 
dostzA, ważności rzeczywiste mniej- 
sze od jedności, a na styżA, ważność 
rzeczywistą mniejszą lub większą od 
jedności; w przeciwnym zaś razie wa- 
żności te albo będą urojone, albo też 
waźność wstzA i dostZA będzie więk- 
sza od 1. I tak wziąwszy np. formułę: 
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wst 2 A=VC=5e sn Deor 
be A 

przypuśćmy: 
1°, b>a-c, będzie 2b > a +2 +c; 
więc 2b>2s, a tóm samém s—b<Ko. 
Lecz że w tym razie a--b>e, wiee 
atb-+ec>2c czyli 25>2c, a tém sa- 
mém s—e>o; ważność zatém wstzA 
jest urojona. 

2°, Niech będzie c>a-+d: będzie 
s—c<o, as—b>o, to jest: że wst 4 A 
będzie i w tym przypadku urojona. 

3°. Niech będzie 4>0--c: będzie 
 a+b-}e czyli 25> 2b-+-20, wiec "S>b - 
+c; aztad s—b>e, s—c>b, i *(s—o) 
(s—b) > be; ważność zatém wstZA 
byłaby większa od l, co się nie może 
stosować do żadnego kąta. 


Zastosowanie do przykładów. 


- Do wymierzania kątów na ziemi u- 
Żywa się zwyczajnie narzędzie zwane 
kątomiar, ktérém jest tak podzielony 
na stopnie, pół-stopnie it. d. 
Promień tego łuku jest większy 
lub mniejszy, stosownie do żądanej 
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dokładności; w pospolicie używanych, 
promień ma jednę stopę długości. 
Qdsyłając po szczegółowe opisanie 
katomiaru i sposobów używania go, 
do dzieł o miernictwie traktujących, 
wspomniemy tu tylko, Że najdogo- 
dniejsze kątomiary są te, które zamiast 
prostych celowników, opatrzone są 
lunetami. Luneta należąca do pro- 
mienia nieruchomego, jest od niego 
równo-odległa, druga zaś przytwier- 
dzona do promienia ruchomego, mo- 
Że się wraz z nim obracać, i o kilka 
stopni podnosić lub zniżać, aby przy 
poziomem ustawieniu narzędzia, mo- 
žna ją podnosić lnb zniżyć, dla spo- 
strzeżenia podniesionych, lub też zni- 
zonych przedmiotów, co w dziafaniach 
na gruncie jest bardzo wygodne, bo 
wiele na tem zależy, aby kątomiar 
był ustawiony poziomo, a tém samém 
aby wszystkie kąty uważane, były 
na jednej płaszczyznie. 

Chcąc: tém narzędziem wyznaczyć 
kąt zawarty między dwoma przed- 
miotami, potrzeba je tak ustawić, 
aby jego środek odpowiadał wierz- 
chofkowi wyznaczyć się mającego ką- 
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ta; dalej wykierowawszy promień nie- 
ruchomy, do jednego przedmiotu, ru- 
chomy póty obracać należy, póki 
przez celowniki do niego przytwier- 
dzone, nie ujrzymy drugiego przed- 
miotu; a fuk kątomieru zawarty mię- 
dzy tak wykierowanemi promieniami, 
będzie miarą kąta szukanego. 


66. Zagadn. 1. Znaleźć szerokość rzeki. 


Rozw. Niech będzie DX, fig. 19, sze- 
rokość rzeki, którą wymierzyć ma- 
my. Wymierzywszy podstawę AB, 
równoległą od koryta rzeki, a tém 
samém prostopadłą do jej szerokości 
DX, iwyznaczywszy kąt ABX, zawar- 
ty między podstawą AB, a promieniem 
ocznym BX, poprowadzonym z punktu 
B do przedmiotu X, na drugim brze- 
gu rzeki będącego, trójkąt ABX, bę- 
dzie prostokątny przy A. Bok AB i 
kąt B jest wiadomy, wyrachujemy 
przeto bok AX; a odjąwszy AD od- 
ległość podstawy od brzegu rzeki, o- 
trzymamy szukaną szerokość DX. 

Niech będzie AB=57,8, B=48°24', 
AD=6, 3, 
będzie AX=AB Xsty B; 
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ztad log AX==log AB-+-log sty B—10. 

log 57,8= 1,7619278, 
log sty 48° 24'—=10,0516645, 

log AX—1I,8135923=log 65,1, 

AX=55,1, DX=AX—AD=58,8. 
Zagad. 2. Znaleźć wysokość AB 
przedmiotu, którego spodek jest przy- 
stępny. 

Rozw. Wymierzywszy na gruncie 
podstawę BC, fig. 20, i kąt EDA za- 
warty między „promieniem ocznym 
AD, i linią poziomą DE, równoległą 
od podstawy BC; w trójkącie prosto- 
kątnym ADE, mając wisdomy kąt D 
ibok DE, wyrachujemy bok AE, do 
którego dodawszy CD, otrzymamy 
wysokość żądaną. 

Niech będzie CD=I,10, DE—61,28, 
D<=4193125*, 
wypadnie: 

AE—=61,28 Xsty 4,1931'25", 
log sty 41931'25*—=9,9471690, 
log 6I, 28 =1,7873188, 
log AE se.. 1,7344878; 
ztąd AE—=54,201; AB—=55,361. 
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Gdy spodek przedmiotu jest nie- 
przystępny, lub gdy zp. AB, fig. 2I, 
znaczy wysokość góry, spodek tej 
prostopadłej jest niewiadomy, a tóm. 
samém nie moZoa wymierzyć odle- 
głości BC. Lecz i w tym przypadku 
można dać takie położenie płaszczy- 
znie kątomiaru, iż będzie przechodzić 
przez prostopadfą AB. Nadto wyzna- 
czywszy odległość AD, sposobem, 
który się w następującóm zagadnieniu 
okaże, w trójkącie prostokątnym be- 
dzie wiadoma przeciwprostokątna AD 
ikąt D, trójkąt więc ten fatwo roz- 
wiążemy: 

Zagad. 3. Znaleźć odległość punktu 
P, fig.22, niedostępnego, lecz widzial- 
nego, od punktu dostępnego A. 

Rozw. VYymierzywszy podstawę AB 
i kąty PAB, PBA, w trójkącie APB, 
wiadome będą trzy kąty i bok AB; 
szukaną więc odległość znajdziemy 
przez proporcyą: | 

wst P: wst B=p: b. 

Weźmy ABx=24 7,9, A—6254], B= 
597429, a tém samém P—=57*37. Po- 
nieważ: 

wst P : wst B—=AB: AP, 


http://rcin.org.pl 


69. 


— 


— 124 — 


ABX wstB 
wst P 
log. AB’. . .. . 2,39355 W 
log wstB.. . . 9,9362098; 


wiec ATE 4 


dop logwst P.. . . 0,0734087, 


logAP .-... 24031762. 
Odległość szukana AP—=253,032. 


Zagad. 4. Znaleźć odległość PQ, fig. 
23, dwóch punktów widzialnych, lecz 
niedostępnych. 

Rozw. Wymierzywszy podstawe AB 
i kąty BAP, BAQ, ABP i ABQ, iwy- 
rachowawszy sposobem w poprzedza- 
jacém zagadnienia podanym, boki AP, 
AQ, trójkątów ABP i ABQ; wyrachu- 
jemy kat PAQ; bo gdy cztery punkta 
A, BP, Q sa na jednej płaszczyznie, 
PAQ = BAP — BAQ, nadto mając, w 
trójkącie PAQ wiadome boki AP, AQ, 
i kąt PAQ między niemi zawarty, 
wyrachujemy bok PQ. 

Niech będzie: AB—345,2V, BAP= 
69°36, BAQ=4493 1’, PAQ = 2594], 
ABP—=489*15, ABQ=102° 14". 

Ztąd już bezpośrednio wniesiemy, 
że APB—62° 19', AQB—=339 15; dal- 
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szy zaś rachunek, wykonywa się jak 


następuje: 
a>. Rachunek AP: 
= wst APB:wst ABP=AB:AP, 
log AB....2,538 1840, 
log wst ABP....9,8727722, 
dop log wst APB....0,0527973, 
log AP....2,4637535, 
AP=290,907. 
2°. Rachunek AQ: 
wst AQB: wst ABQ=AB:AQ, 
log AB....2,5381840, 
log wstABQ....9,9900247, 
dop log wstAQB....0,260987 I, 
log AQ....2,789 1958, 
AQ=615,454. o 
32. Rachunek katów P i Q: 


Niech będzie AQ=p, AP=qg, APQ=P, 


AQP=Q: 
Otrzymamy: p--q—906, 361, 
P—9=3 24,547, 5(P--00=77*950", 
Dalej ufozymy proporcya: 


p-+-q:p—q=styg(P-+-Q):styg(P—Q). 


log styg(P-rQ)....10,6421427, 
+ log (p—q).... 2,5112776, 
dop log (p+q).... 7,0426938, 
log styż(P—Q).... ŁU,IYSIIVI, 
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g(P—Q)=57231'6', a następnie: 
P=134°40'36", Q=1993824". 


4%. Rachunek PQ: 
wst Q:wst PAQ—=g:PQ, 
log q....2,4637535, 
log wst PAQ....9,6368859, 
dop log wst Q....0,4735196, 
log PQ....2,5741590. 
PQ==375,110. 


R 


Inne rozwiązanie. Otrzymaliśmy 
odległości AP i AQ, przechodząc przez 
ich logarytmy; tu więc jest miejsce 
użyć kąta posiłkowego 4. A w tenczas 
wyrachowawszy log AP i log AQ, szu- 
kamy kątów P i Q, jak następuje: 


Rachunek kata ¥: 
AP 
sty Y= 10: 


log AP....2,4637535, 
dop log AQ....7,2108042. 


log sty ¥....9,6745577, 


mee’ 1765"; 
4542149425", 
Rachunek kątów P iQ 


sty(P--Qjzzsty;(P--Q)Xsty(45%—v). 
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log styz(P--Q).... 10,642 1427, 
log sty(45°—¥).... 9,5539790, 
log sty £(P—Q)....10, 1961217, 

X(P—Q)=57°3 16", 

Dalej kończy się rachunek jak wy- 
żej. 

70. Zagad. 5. Wyznaczyć na ziemi punkt 
C, fig. 15, którego odległości a ib, od 
punktów A i B są wiadome. 

Gdy odległości a i b są niewiel- 
kie, wtedy zakreśliwszy z punktów A 
iB, jak środków, promieniami tymże 
odległościom równemi, łuki, punkt 
ich przecięcia się będzie punktem szu- 
kanym. Lecz jeżeli te odłegłości s 
wielkie, potrzeba najprzód sinsir. 
odległość AB, i z trzech boków trój- 
kąta ABC, wyrachować kąt A, przez 
co wyznaczy się kierunek linii AC, 
na której wz AGs=Ż, otrzyma” 
my punkt szukany. 

Niech będzie a—9459,3,5—8032,29, 
c==8242,58, będzie 2s—25734,18, s= 
12867,09, s—3—4834,80, s—c—= 4624, 
51, 

(s—b)(s—c) 

bee 


wst A= 
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log (s—é) . . . 3,6843785. 
log(s—c) . . ..3,6650657, 
dop log’... 6,095 1606, 
dop loge ... 6, 6,0839368, 


2log wstZA. . „198285 5285416, 
log wst zA. . 29, 37642708, 
4A235653 147%; f Tacos BE Wa 9 
71. Zagad. 6. Mając dane na ziemi trzy 
punkta A, B, C, fig. 24, znaleźć punkt 
czwarty M, z któregoby odległości AB, 
AC były widziane pod kątami dane- 
mi. 
Rozw. Podług wysłowienia kąty AMB 
i AMC są dane; zakreśliwszy więc na 
liniach AB i AC odcinki kóf, w któ- 
rychby się też kąty mieściły, faki do 
nich należące przetną się w punktach 
A i M, i punkt M będzie punktem 
szukanym. Bo ze wszystkich pun- 
'któw łuku AMDB, można widzieć 
odległość AB pod kątem równym 
danemu AMB, i ze wszystkich pun- 
któw łuku AMC, można widzieć AC, 
pod kątem równym katowi AMC; 
punkt więc M, w którym się te fuk 
przecinają, jest taki, ze z niego mo- 
Żna razem widzieć odległości AB i AC, 
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pod kątami AMB i AMC. Tecz że to 
wykreślenie jest niepodobne do wy- 
konania na gruncie, wyznaczyć zatem 
zw rachunkiem kąt BAM i odle- 
głość AM. 
Naznaczmy AB=o, AC—ŻB,ABO=A, 
AMB—=«e; AMC—g,MAB=a, ACM=y. 
W czworokącie AMBC, a-|-y==360* 
—(A-+«+8); więc równanie to da 
summę kątów niewiadomych; potrze- 
ba tylko znaleźć ich różnicę. 
W trójkątach AMB, AMC, jest: 
wst #: wst ca: AM... (1); 
wst £ : wst y=b : AM... 3 í 


ztąd 
a wst w. b wst 
12, AM= (,AM= = 
wst e wst 8; 
a zatém 
awstx bwsty „dwste wst ax 


awst8 T wst y 


= —— czyli 
wst « wsie y 


N a wst 8 í 
aznaczywsz =a 
y y wst a > 
A b wstx 
będzie, —— A 
a a. wsty 


a tém samém: 
b+-a wst ac-- wsty 
b—a T wst — wst y’ 
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czyli 
bha _ sty 5 (ety) 
b—a sty 4 (c—y)' 

Ponieważ summa «©-|-y jest wiado- 
ma, wyrachujemy zatém za pomocą 
tego równania, różnicę z—y, i znaj- 
dziemy kąty © iy; a ze kat BAM= 
180° ~(«-+.2),wiec odległość AMotrzy- 
mamy z którejkolwiek z proporcyj (1). 
Zagad. 1. Przez punkt dany na zie- 
mi poprowadzić linią równo- odległa 
od linii niedostępnej. 

Niech będzie CD fig. 25, linia nie- 
dostępna, A punkt dany, przez który 
ma przechodzić równo-odległa AK. 
Rozwiązanie danego zagadnienia przy- 
wodzi się do wykreślenia kąta DAK, 
równego CAD; lecz że ten ostatni jest 
niewiadomy, wyznaczyć go zatém wy- 
pada. 

Pierwsze rozwiązanie. Wyzunaczy- 
wszy za pomocą kątomiaru kąt CAD, 
pod którym daje się, widzieć linia 
niedostępna CD; obiera się punkt B 
w pewnej odległości od A, 'z którego- 
by można widzieć linią CD, pod ką- 
tem równym katowi CAD. Natenczas 
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cztery punkta A, B, C, D, leżące na 
jednej płaszczyznie będą sie znejdo- 
wały na okręgu jednego kota, a tém 
samém będzie CBA—CDA; wymierzy- 
wszy zatém kat GBA, i wk redliwasy 
DAK=CBA, rozwiążemy zagadnienie 

Drugie rozwiązanie. Kiedy roz-. 
wiazanie poprzedzające nie ma miej-' 
sca, co się zdarza gdy punkt A jest 
niedogodny, obrać należy podstawę 
AB, wymierzyć przy A kąty CAB, 
DAB, a przy B kąty DBA, CBA. Tym 
sposobem w trójkątach BCA, ADB, 
będzie wiadomy bok AB i dwa katy 
jemu przyległe; te więc rozwiązawszy, 
otrzymamy boki AC i AD; nakoniec 
przez rozwiązanie trójkąta ACD, znaj- 
dziemy ACD, CDA i bok CD, a tém 
samem kierunek linii AK, równood» 
ległej od OD. 
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ROZDZIAŁ III. 


ZWIĄZEK MIĘDZY KĄTAMI 1 BOKAMI 
TROJKĄTA KULISTEGO. 


73, Formuła zasadnicza. Części trójkąta 
kulistego, wykreślonego na danej ku- 
li, są wiadome, gdy jest wiadoma licz- 
ba stopni, którą każda z nich zamyka. 
Rozwiazanie więc zadań o trójkątach 
kulistych zależy od stosunków między 
temiż liczbami stopni zachodzących, 
to jest: między liczbami trygonome- 
trycznemi, odpowiadającemi wstawom, 
dostawom i t. d. Podamy zatćm na- 
przód formułę okazujaca związek 
między którymkolwiek kątem, a trze- 
ma bokami trójkąta kulistego, a po- 
tóm okażemy, jak się z niej wypro- 
wadza rozwiązanie trójkąta kulistego, 
w każdym przypadku. 

Kąty oznaczać będziemy zawsze 
przez A, B, C, a boki im przeciwne 
przez a,b,c. 
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74. Niech będzie O fig. 26, środek kuli, 
na którćj znejduje się trojkat ABC; 
poprowadziwszy promienie OA, OB, 
OC, wyprowadzmy do OA prostopadłe 
AD i AK, jednę na płaszczyznie OAB, 
drugą na płaszczyznie OAC, i dajmy 
Ze przecinają- w paoktach Di i E, prze. 
dłużone promienie OB iOC. Kąt 
DAL, jest równy kątowi A trójkąta 
kulistego, wziąwszy zatém promień 
OA za jedność, będzie: (4). 

AD=sty c, OD=siec c, AK—=styb. 
OE=siecz b, 
W trójkątach prostokreglaych DAE 
i DOE jest: (62), 
AD*-+AE?—2ADXAE. dostA= TE, 
0D*+-08?—20D XOE.dosta=pĘ*,. 
Odjąwszy równanie pierwsze od 
drugiego, wypadnie: 
0D*—AD?* +-0E*—AE*+-2ADXAE. 
dostA—20D X OE dost a—0, 
ate 6D*—AD*=OE* —AE*=0A*—=l, 
więc 2+-2AD XAE. dostA—20D X OE. 
dost a=0, 
czyli 1+ ADXAE.dostA— ODXOE. ' 
dost a=07 
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Zamiast linij wstawiwszy ich na- 
zwiska trygonometryczne, będzie: 
] —siecz b. siecz c.dost æ 


--sty b. stycz e. dost A—=0. 


l l 
Lecz sieca b =——, siecz ezr 
T YW Daa TO 
i ż wst b 
czb=——; 
stycz  —dostż 


wstawiwszy zatém te ważności, wypa- 
dnie: 
l dost a wsté.wstc. dostA 
7 dosté.doste dost b.dost c 
a ztąd: dosta—=dostó.dostc-j- wst d.wste. 
dostA (1). 

Taka jest zasadnicza formuła try- 

gonometryi kulistej. 


=a, 


Lubo na figurze boki b i c są mniej- 
sze od 90°, łatwo jednak spostrzedz 
że formants: (1) jest ogólna.  Iakoż 
przypuściwszy, Że jeden z tych bo- 
ków np. b czyli AC fig. 27, jest więk- 
szy od 902; dokończmy pół-okręgów 
CAC i CBC; i wykreślmy trójkąt ABC, 
którego boki a i ò, czyli BC i AC' są 
spełnieniem boków aib, akąt BAG 
spełnieniem kata A. PBonicważ boki 
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bie są mniejsze od 90°; więc for- 
-~ muta a) stosuje się do „trójkąta ABC, 
i daje: 

dost a —dost b'.dost e 

-wst D'.wst ©. dost BAC. 
Aże a=—=180%—a,5—=1809—Ż, 

BAC=180°—A; 
te więc ważności wstawiwszy i od- 
mieniwszy znaki zobu stron równa- 
nia, otrzymamy formułę (1); formuła 
zatém ta stosuje się i na ten przypa= 
dek gdy 5>909. 

Dajmy teraz że boki bic są więk- 
sze od 90*, fig. 28. Boki ABi AC 
przedłużmy aż do wspólnego przecie- 
cia się w punkcieA' i wykreślmy trój- 
kąt BCA; w którym kat A' Jest równy 
kątowi A, a boki 5‘ ic' równe speł- 
nieniom Boków b to: Formuła (1) 
musi się stosować i do tego trójkąta, 
wstawiając w nie 180%—b i 180%—c 
zab i e, bo to wstawienie w niczem 
jej nie zmieni. 

W reszcie możnaby jeszcze spraw- 
dzić tę formułę na przypadek gdy 
razem b—909 ic—=909. Lecz że się 
stosuje do ważności tak blizkich 90° 
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jak tylko żądamy, więc stosować się 
musi i do tego przypadku, 

75. Formułę (1) zastosowawszy do każde- 
go boku trójkąta, otzymamy trzy ró- 
wnania, za pomocą których można 
będzie zawsze wyznaczyć trzy które» 
kolwiek jego części, gdy trzy inne 
będą dane; lecz w zastosowaniu trzeba 
mieć osobno wyrażone rózne związki 
zachodzące między czterema które- 
mikolwiek częściami trójkąta, w czóm 
cztery tylko mogą bydź różne kom- 
binacye, a te następnie wskażemy. 

76. 12. Związek między trzema bokami 
i kątem. Związek ten wskazuje ró- 
wnanie (i), które przez zmianę głosek 
daje trzy następujące: 

dost a—dost b. dost © 

-wst b. wst c. dost A... (1), 
dost b—dost a. dost c 

--wst a. wst c. dost B.... (2), 
dost c—=dost a. dost b 

--wst a, wst b. dost C.... (3). 

77. Związek między dwoma bokami i 
dwoma kątami im przeciwnemi. Aby 
otrzymać związek między bokami a 
ib, i kątami im przeciwnemi A i B, 
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zniesiemy c w równaniu (1) i(2), ca 
się uskuteczni, biorąc z tychże równań 
ważność na wst © i dost Oy? „stawiają ac 
je w równanie wst%c--dost*c—=l; spo- 
sób przecież następujący jest daleka 
prostszy: 
Z równania (1) wypada: 
dost a—dost b. dost c 
dost A = —— ————— 
wst b. wst c: 
ztąd wst*?A—=|l— dost? A= 
(dosta—dostb.dostc)? 
EE wst? b. wsl?c 
__(1—dnst?b) (1— dost?c) 
ry wst?ó.wst?e 
(dosta—dostó.dostc)% 


wst? b.wst?c z 
REN, l—dost?a— dost? — dost 2c 
ws = ee eee 
i wst?ó.wstżc 
2dosta. dostb.dost e 
wst?ó.wstżc ? 
y wstA 
wiec 
+ wst æ 


wold. wstd. FV (-dost?2—dosi? 


—dosi?c-+ 2dosta.dostd.dostc). 
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Tu niemasz już żadnej niepewności 
względem znaku przed pierwiastkiem, 
zważając iż gdy kąty i boki są mniej- 
sze od 180° ich wstawy są dodatne. 


Ponieważ druga strona tego równa- 
nia nie zmieniają się, zamieniając A 
i a, na Bi b iodwrotnie, lub na C 
i c i odwrotnie, wypada ztad, że: 


wttA -wstB wstC 4 
wsta wstó wst on ( » 
a zatóm w trójkącie kulistym wstawy 


katów są proporcyonalue do wstaw 
boków im przeciwnych. 


32. Związek między dwoma bokami, 
kątem między niemi zawartym i ka- 
tem jednemu z nich przeciwnym. 
Uwazajmy mp. związek między bokami 
aib, kątem C między niemi zawar- 
tym i kątem A, jeduemu z tychże 
boków przeciwnym. 
Ważność dost c wziętą z równania 
(3) wstawmy w równanie (1), będzie: 
dost a—dost a. dost? b 
--dost Z. wst a. wstó. dost © 
--wst b. wst c. dost A. 
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Przeniosłszy dosta. dost* na pier- 

wszą stronę, i uważając Że: 
dosta—dosta.dost*Ż—dosta.wst?b, 
a na koniec podzieliwszy ztąd wynikłę 
równanie przez wstd. wst a, otrzyma- 

my: 
dost a.wstb 
— = dost 4. dost Q 
wst a 


wst e. dost A. 
wst a p 
lecz na mocy równań (4) 


wstc wstC 


= wiec: 
wsta wstA” é 


dot a. wst b=dost b. dost C 
-+-wst C. dot A. (5); 
w równaniu tém przemieniając głoski 
otrzymamy sześć równań vastepuja- 
cych: 
A dot a. wst bz=dost b. dost C 
-Lwst C. dot A.... (5), 
dot b. wst a—=dosta. dost G 
--wstC. dot B... (6), 
dot a. wst c—dostc. dost B 
--wst B. dot A.... (7), 
dot ©. wst a—dost a. dost B 
-wst B. dot C... (8), 
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dot b. wst c—=dost c. dost A 
+wst A. dot B.... (9), 
dot c. wst b=dost b. dost A 
-++wst A. dot C... (10). 
79. 42. Związek między jednym bokiem 
a trzema kątami. Z równań (1), (2), 
(3) wyrugujmy b i cz wtym celu wsta- 
wmy w równanie (l) ważność dost e 
wziętą z równania (3), będzie jak wy- 


Ze}: 

dost a. wst b wste.dostA 

—————_—=dostb.dostC-+-————-—; 
wst a wst a 


równanie to na mocy równań: 
wst b wst B Bo wste wst Cc 
Wstawst A» wsta wst A’ 
zamieni sie w następujące: 
dost a. wst B==dost 4. wstA. dostG 
-Ldost A. wst C. 

Wykonawszy tenże sam rachunek 
na równaniu (2), albo, co jest lepiej, 
zamieniwszy w ostatnićm a i A nabi B 
i odwrotnie, otrzymamy: 

dost b. wst A—=dosta. wstB, dost G 
--dost B. wst C. 

Pozostaje więc tylko znieść dost b 

w dwóch ostatnich równaniach, co us 


$ 
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skuteczniwszy, otrzymamy związek 
szukany między A, B,Cia, który za- 
stosowawszy następnie do każdego 
ztrzech kątów trójkąta, dojdziemy do 
trzech następujących równań: 
dost A——dost B. dost C 
-+wst B. wst C. dost a... (11), 
dost B=—dost A. dost C 
+wst A. wst C. dost b.. (12), 
dost C==—dost A, dost B 
-|-wst A. wstB. dost c... (13). 


Podobieństwo tych równań z formułą 
zasadniczą (1), prowadzi do ważnego 
wniosku. Itak wystawmy sobie trój- 
kąt kulisty A'BC, któregoby boki a, 
b,c, były spełnieniem kątów A, B, C; 
na mocy formuły (1), będzie: 

dost a=dost b. dost c' 

--wst b’. wst ©. dost A’; 

a że wst a —wst A, dost a==—dost A, 

wst b=wst B, wst c—=wst C; 
wiec—dost A==dost B. dost € 

--wst B. wst C. dost A`. 


Wyprowadzilibyśmy ztąd na dostA' 
ważność równą, lecz z przeciwnym 
znakiem, tej, którą deje równanie (11) 
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na dosta; a ztąd wypada, że a—180* 
—A'‘, b=180°—B', c==180—C; ma- 
jąc zatóm dany trójkąt kulisty, gdy 
wykreślimy na tejże samej kuli dru- 
gi, któregoby boki były spełnieniem 
kątów pierwszego; odwrotnie boki 
pierwszego. będą spełnieniem kątów 
drugiego trójkąta. Z tej przyczyny 
takie dwa trójkąty nazywają się spef- 
niające, i wiadomo z geometryi, Że każ- 
dy z nich może bydź wykreślony, bio- 
rąc za bieguny jednego trzy wierz- 
chołki drugiego, i dla tego to trójkąty 
te mają nazwisko trójkątów polar- 
nych. 

Analogie Nepera. Okażemy teraz 
proporcye, znane pod nazwiskiem./za= 
logij Nepera, używane dla ułatwienia 
rozwiązania trójkątów kulistych, w 
niektórych przypadkach. 

Z równan (1)i(2) wypada: 
dosta—dostb.dostc—wstb. wste.dostA, 
dostb—dosta.doste=wsta.wstc.dostB. 

Podzieliwszy drugie ztych równań 
przez pierwsze, i mając wzgląd na to, 

„ wsta , wstA 


— =; adnie: 
2e wstb wstB wypad 
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dostb— dosta. doste wstA. dostB 

dosta —dostŻ. doste wstB. dostA. 

Z równania tego ułożywszy propor- 
cyą i porównawszy różnicę wyrazów 
każdego stosunku z ich summa, be- 
dzie: 
dostb— dosta.dostc —dosta-dostd.doste 
dostb—dosta.doste-+-dosta—dostd.doste 

__wst A. dost B—wstB. dost A 
"wst A. dost B-j-wst B.dost A’ 
czyli 
dost b—dost a 1+-doste 
dost 5--dost a^^ 1 —dost c 
wst (A—B) 
west (A+B) 
A że na mocy formut (29), (37), (40), 
te wytyk 
1-+-dost c l 
l—doste. sty?iC. 
wst(A--B)—=2wst3(A-j-B) dostę(A-|-B), 
wst(A—B)—=2wstz(A—B) dostz(A—B), 
wstawiwszy zatem te uważności, o- 
trzymamy: 
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„sty § (a-F2) sty 4 OD 
__wst 3 wst ż (A—B) dost 4 (A—B) 
—wst 2 z (A+B) dost $(A+ 5)’ 

czyli: 
sty 5 (a+b) sty § (a—b)= 

Styż4 c O (A—B) dost 4 (A—B) (a). 

wsią (A+B) dost z (A--B) 

Z drugićj strony, 2 równania: 
wsta wstA 
wst b wst B? 
wst a- wst b__wst A-+wst B 
wst a—wstó wst A—wst B 

czyli (37): 

sty 4 (a+b) 
sty 4 (a—b) 
wst £ (A+B) dost z (A—B) 
Gost ż(AEB) wstż (A—B) 
Rozmnożywszy więc najprzód ró- 
wnanie («) przez to ostatnie, a potém po- 
dzieliwszy jedno przez drugie, otrzyma- 
my równania zamykające tylko kwadra- 
ty; z obu stron których wyciągnąwszy 
pierwiastki kwadratowe, mając przy- 


wypada Ze: 
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tem wzgląd na to, Ze na mocy równa- 
nia («) sty $ (a--b)i dost Z (A+B) 
powinny mieć znak jednakowy, otrzy- 
mamy: A 
txz(A— 
dos 2 ( B) (14). 
dost = (A+B) 
wst = (A—B) 
Mah ab Cn mma 
sty 3(a—b)—=sty Ge. week (APB) (19 
Formuły te można zastosować do troj- 
kąta polarnego, bo wstawiwszy za a, 
b, c, AiB, 180°—A,180°—B, 180°—C, 
180°-- a, 130°— b, wypadnie: 


styz (a+b)=styg o 


ss a ın dostž(a—b) ` 

sty 2(A-TB)=dotzC.— sik(a-p by (lO 
A air a WSIE (a—d) 

sty z(A—B)—=dot5C. sa pzy) 


Cztery powyższe formuły (14), (15), 
(16), (17), są to w postaci równań wy- 
rażone, proporcye albo analogie Ne- 
pera. Dwie pierwsze biorą się do roz- 
wiązania trojkąta, gdy dany jest bok 
idwa kąty iemu przyległe; a dwie drugie 

10 
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gdy dane są dwa boki i kąt między 
niemi zawarty. 

88. Związek między bokami i kątami 
trojkąta kulistego prostokątnego. Aby 
otrzymać formuły, któreby służyć 
mogły, do rozwiązania trojkata pro- 
stokątnego, dosyć uczynić kat A=90° 
w równaniach poprzednio wyprowa- 
dzonych, do których tenże kat wcho- 
dzi. Tak postapiwszy, otrzymamy: 

dost a—dost b. dost c, (a) 

wst d=wst a. wst B, (2) 
wst c—wst a. wst C," à 
sty b= sty a. dost C, (c) 
sty c—sty a. dost Bf x 
sty b—=wst c. sty B, Ka) 
sty o=wst sty ©; OS 
dost B=wst C. dost 3, (O 
dost C—=wst B. dost c," ż 
dost a—dot B. dot C... (f) 

W ogólności sześć formuł, za-równo 
dogodnych do rachunku za pomocą 
logarytmów. Pierwsza z nich daje 
związek między przeciwprostokątną i 
dwoma bokami przyłegłemi katowi 
prostemu; druga między przeciwpro- 
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stokatna, bokiem i kątem jemu prze- 
ciwnym; trzecia między przeciwpro- 
stokątną, bokiem i kątem przyległym; 
czwarta między dwoma bokami i kątem 
jednemu z nich przeciwnym ; piąta 
między bokiem i dwoma kątami o- 
strémi lub roztwartómi; nakoniec szó- 
sta między przeciwprostokątną i dwo- 
ma ostremi lub roztwartémi. A tak 
maiąc dane dwie z pięciu części, znaj- 
dziemi za pomocą jednćj z tych for- 
muł, każdą z części szukanych. 


34, Przytoczymy tu niektóre własności 
trójkątów kulistych prostokątnych, na 
które zawsze wzgląd mieć nalaży: 

1° Na mocy formuły (a), dost a, 
powinna mieć ten sam znak co ilo- 
czyn dost b. dost c; co aby miało miej- 
sce, albo wszystkie trzy dostawy po- 
winny być dodatne, elbo też tylko je- 
dna znich. W trojkącie więc kulistym 
prostokątnym, albo każdy z trzech bo- 
ków jest mniejszy od 90°, albo, gdy 
dwa są większe od 90°, trzeci jest mniej- 
szy. 

2° Fotmufy (d) pokazują, że sty b 
ma taki znak, jak sty B, a sty c taki, 
iak sty C; więc każdy z boków przy, 

10* 
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ległych katowi prostemu, jest tego sa- 
mego gatunku co kąt mu przeciwny; 
to jest że albo obadwa są mniejsze od 
90°, albo też większe. 


Rozwiazanie trojkątów kulistych pro- 
stokątnych. 


85. Trojkąt kulisty może mieć dwa; a na- 
wet trzy kąty proste; w ostatnim przy- 
padku każdy z jego boków jest 4 o- 
kręgu, w pierwszym każdy z boków 
przeciwnych dwóm kątom prostym, 
jest | okręgu, kat zaś trzeci, jako 
majacy za miare trzeci bok trojkata, 
zamyka te same liczbę stopni, co ten- 
ze bok. Ponieważ w tych dwóch przy- 
padkach zagadnienie nie ma miejsca, 
mówić więc tylko będziemi o trójką- 
cie, zawierejącym jeden kąt prosty; 
do rozwiązania zaś takiego trojkąta 
dosyć mieć dane dwie z pięciu części, 
w czem sześć przypadków zachodzić 
może. 

86. Przypadek 1. Maiąc daną przeciwpro- 
stokątną a i bok b wyznaczyć bok c 
i kąty B iC. 
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Za pomocą formuł (a), (b), (c) znaj- 
dziemy: 


dost a wst b 

dost c=qc wst By 
b 
NAT SLA 
“sty a 


Ponieważ tu łuki i katy nie mogą 

być większe od 180°, a wtej granicy 
jeden tylko fuk odpowiada danéj do- 
stawie, więc boki i kąt C, są wyzna- 
czone bez zadnéj watpliwości. Co do 
kąta B, ten jest wyznaczony przez swoję 
wstawę, zdaje się przeto, że można go 
uważać za ostry lub roztwarty, lecz, po= 
dług dopiero przytoczonych uwag, po- 
winien być tego samego gatunku coi 
bok dany 3. 
Przypadek 2. Mając dane dwa bo- 
kibi c, kątowi prostemu przyległe, 
znaleźć przeciwprostokątną a, i kąty 
BiG. 

Z równan (a) i (d) wypada: 


FAST B= wst b 

dost a==dost b. dost ©; sty ty, 
sty ¢ 
sty C= rae 
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w tym przypadku, jak fatwo widzieć, 
żadna wątpliwość nie zachodzi. 
88. Przypadek 3. Mając daną przeciw- 
prostokątna d i kąt B, znaleźć boki 
b, c, i kąt C. 
Z równań (b), (c) i (f) wypada: 
wst b=wst a. wst B; sty c—sty a dost B; 
dot C—dost a. sty B. 
c i C, będą wyznaczone bez żadnćj wat- 
pliwości, a bok b powinien być tego 
samego gatunku co kąt B. 
89. „Przypadek 4. Mając dany bok bi kąt 
jemu przeciwny B, wyznaczyć boki a, 
c, i kąt C. 
Równania (b), (d) i (e) dają: 


tb sty b 

wst a= tb? wst Sy B 
dost B 
wst C= dost D 


Tu zachodzi niepewność z przyczy- 
ny wstaw i łatwo przewidzieć, Ze rze- 
czywiście zachodzić musi: Bo jeżeli 
trojkat BAC fig. 29 prostokątny przy 
A, zadosyć czyni zagadnieniu, przedłu- 
żywszy boki AB i BC do przecięcia 
się w D i wziąwszy DA—=AB, i DC 
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BC, trojkąty BAC i DAC będą złożone 
z części różnych; więc kąt A' jest pro- 
sty i CA'[=CA—b. Trojkąt zatem BA'C' 
jest prostokątny i zamyka także dwie 
części dane Bib. Można przeto wziąć 
od upodobania a<lub>90*; lecz sko~ 
ro ten wybór nastąpi, gatunek boku 
c, dany bedzie przez równanie dost a 
z=dost b. dost c; który razem wskaże 
gatunek kąta C. Gdy b—B wtenczas 
jeden tylko jest trojkat o dwóch ka- 
tach prostych; gdy zaś wst b> wst B, 
w tencżas nie ma żadnego trójkąta. 
90. Przypadek 5. Maiąc dany bok b 
przyległy kątowi prostemu, i kąt je- 
mu przyległy C, znaleźć boki a, c, i 
kąt B. 
Z równań (c), (d)i (e) wypada: 


__ sty b | 
sty a= rg sty c=wst b. sty C; 
dost B—dost b. wst C. 


91. Przypadek 6. Mając dane kąty Bi 
C, wyznaczyć boki a, b, c. 
Równania (e) i (f) daja: 
dost a==dot B. dot C; 


ost B dost G 
dost b= wst G’ dost c= TB 
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92. Uwaga. W wielu przypadkach roz- 
wiązanie jakiegokolwiek trójkąta ku- 
listego, przywodzi się do rozwiązania 
trójkąta prostokątnego. 

I tak, 12. Gdy w trójkącie kulistym 
między danemi trzema częściami jeden 
bok ma 90°, kat odpowiadajacy temu 
bokowi w trójkącie „polarnym, będzie 
prosty. Nadto ponieważ wiadome bę- 
dą dwie z pięciu innych części tego 
trójkąta, można go przeto będzie roz- 
wiązać podług tego, co się wyżéj po- 
wiedziało, a z rozwiązania jego znaj- 
dziemy rozwiązanie pierwszego trój- 
kąta. 

22, Gdy trójkąt dany jest równo- 
ramienny, dwa boki równe uważają 
się tylko za jednę część, kąty im prze- 
ciwne także za jednę i wtenczas dwie 
części wystarczają do rozwiązania trój- 
kąta. Lecz z wierzchołka trójkąta spu- 
ściwszy fuk koła wielkiego do środka 
podstawy, ten podzieli trójkat dany na 
dwa równe trójkąty prostokątne, z któ- 
rych w każdym, oprócz kąta prostego, 
wiadome będą dwie części. Rozwiaza- 
nie przeto “tréjkata równoramiennego 
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przywodzi się do rozwiązania trójkąta 
prostokątnego. 

- 32, Niech będzie trójkąt kulisty ABC 
fig. 30. w którym a--b==180%. Prze- 
dłużywszy boki a ic do wspólnego 
przecięcia się w D, będzie także a--CD 
—=1809, więc CD=b. A że każda część 
wiadoma trójkąta ABC, da poznać część 
ACD i odwrotnie, więc rozwiązanie 
trójkąta, w którym summa dwóch bos ` 
ków jest 180°, przywodzi się tylko do 
rozwiązania trójkąta równoramienne- 
go, atem samem do rozwiązania trój- 
kata prostokątnego. 

4%, Toż samo powiedzieć można o 
trójkącie kulistym, w którym się dwa 
kąty nawzajem spełnieją; bo nie może 
być a--b—180%, aby zarazem nie było 
A--B=180°, i odwrotnie. Jakoż w trój- 
kącie równoramiennym ACD fig. 30 
kąt CAD=D=B; a że CAD+CAB 
=180°, więc i w trójkącie ACB, musi 
być A-+-B=180°. | 

Rozwiązywanie trójkątów kulistych 
ostro lub roztwartokątnych, 


93. Przypadek 1. Mając dane trzy boki 
a, b, c, wyznaczyć kąty A,B, C. 
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Z równania (1) wypada: 
j dost a— dost b. dost c 
debt Asz" 


wst b. wst c. 

Lecz dogodniejsze wyrażenie do ra- 
chunku za pomocą logarytmów otrzy- 
mamy, szukaiąc wstz A, dost A lub 
sty Z A. Weźmy “przeto formułę 
2 wst 22 A—=1—dost A, iwstawmy w nie 
ważność dost A, będzie: 
dost a—dost b. dost c 
2 wst 34 Al ———————— ——.. 

, wst b. wste 

dost b. dost c-E wst b. wst c— dost æ 
TE wst b. wst c. 
czyli: 

i dost (b—c)—dost a 
Oi wal "Z Aner 
wst b. wst c. 
W formule: 


dostq—dostp==2wsi$(p--9)wstą (p—q) 
uczyniwszy p=a, q=b—c, wypadnie: 
dost (b—c) — dost a 
—=2wst 3 (a--b—c) wst 2 (a-+c—b), 

więc: 

wiza EP 1 (a-Hb—ce) wstą (a--c—b) 
wst b. wst c. 

Dla skrócenia naznaczmy a-|-b-|-G 

2p,a ztąd a-|-b—ce=2(p—c);a-|-—b 
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=2(p—4); przez co formuła poprzedza- 
jąca zamieni się w następuiącą: 
Ace VY te) wst(p—e) 
wst b. wst © 
Podobnie działając znajdziemy: 


5 st p. st —a 
dota Yee 


a ztad 


sty z A= Vst (p—b) wst (p—c) 
wst p. wst (p—a). 
94. Przypadek 2. Mając dane dwa boki 
aib, i kąt A jednemu znich przeci- 
wny, znaleźć bok c, tudzież kąty B 
i C. 
Kat B, przeciwny bokowi J. otrzy- 
mamy z proporcyi: 
wst a : wst b=wst A: wst B; 
wst A. wst B q 
wsta ` 
Bok zaś ci kat C, najlepiej będzie wy- 
znaczyć za pomocą analogij Neper a 
z których wypada: 


ztąd wst B= 


ae wst (A+B) 
stygc=—styg (a—b).-G 3(A—B)’ 


wst 5 (a+) 
wst 4 (2—6)' 


dotzżC=styz(A—B). 
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Ponieważ kąt B jest wyznaczony 
przez wstawę, więc może być ostry 
lub roztwarty; jednakże pewnym wa- 
Znosciom danych a, b, A, odpowiada 
tylko jeden trójkąt; nad czém później 
się zastanowimy. 

Można także wyznaczyć kat C, za 
pomocą równania (5), to jest; 
dot A. wstC--dost 5.dost Cdot a. wstb 


W tym celu wyznaczmy naprzód 
kat posifkowy x, czyniąc: 
dot A—dost b. dot x, 
ad __ dot A 
er org ~~ dost’ 
dalej, w równaniu dot A. wst C -+L....., 
wstawmy ważność dot A—dost b.dost x 
dost b. dost x 
wst x% 
dost b(wst C. dost x-+-dostC. wst x) 
=dot a. wst b. wst x; 


— 


» będzie: 


a ztąd 


2 ty b. wst 
wst(C--2)=- seed 


stya ? 


wiadome zatém będzie C-}-z. Naznacz= 
my C-Hx=m, będzie C=m— x. 
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Po wyznaczeniu C, znejdziemy © 
z proporcyi: 
wst A: wst C—=wst a : wst ©. 


Lecz chcąc wprost wyrachować bok 
c, trzeba się udać do równania (1): 
dostd.doste+-dostA.wstb wstc—=dosta, 
którego pierwsza strona przywodzi się 
jak wyżej, do jednego wyrazu, za po- 
mocą kąta posiłkowego x, czyniąc 
dost A. wst b=dost b. dot x; 
ztąd dot z=dost A, sty b. 
Przez co równanie powyższe zamieni 
się w następujące: 

dost b(wst x . dost e+-dost x. wst c) 

—dot a. wst x; 
czyli 
dost a. wst x 

wst(c--x)=—qozqrz > 
teraz już łatwo będzie wyrachować c, 
mając wiadome x. 
Przypadek 3. Mając dane boki a, b, 
i kąt C między niemi zawarty, znae 
leźć kąty A, B, i bok c. 


http://rcin.org.pl 


— 158 — 


Z, formuł (5) i (6) wypada: 
dota. wsth—dostd. dost c 


dost A = ery 
dot B wyci hap dostC 
wst C. 


Używając kąta posiłkowego, łatwo 
przywieść każdy licznik do jednego 
wyrazu; lepiej przecież udać się do 
analogij Nepera: 

r dost = (a—b 
sty $ (A-|-B)=dot3 C-qost i. 
wst 2 (a—d) 
wst (a-b) 
które, dając ważności na (A+B) i 
x (A—B) dają tem samém ważności na 
AiB. Po wyznaczeniu kątów A iB, 
bok c;wyznaczy się przez proporcya; 

wst A: wst C=wst a: wst ©. 

Chcąc wyznaczyć od razu bok c, 
trzeba w formule dost c—dost a. dostó 
wst a. wst b. dost C. 


~ sty ġġ (A—B)—=dostzC. 


dost b. dostz 


wst x 
dost b. dot x, a ztąd dotz=sty b. dost C; 
dost b. wst (a-z) 


t c= a aaie 
dos wst x. 


uczynić wst b. dost Cœ 
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96. Przypadek 4. Mając dane dwa kąty 
A, B i boke jednemu z nich przyległy, 
znależć boki a, bikatC. Boki aib, 
wyznaczyć można za pomocą formuł 
(7) i(9) z których wypada: 

Esqot A wst B-+-dostB. dost c 


dot B. wst A--dost A. dost c 
wstc. 


ale jeszcze lepićj przez analogije Nepera: 
dost = (A—B) 


sty 2 (a--b)=sty geo wst PB) 

x (A—B) 
sty z (a—b)= sty z 2 EE ATN 
Nakoniec kat C wyznaczy sie przez 

proporcya: 
wst A: wst C=wst a: wst c. 

Lecz chcąc wprost wyrachować kąt 
C, potrzeba w formule: 
dostC—wstA.wstB. dostc—dostA dostB. 
uczynić wst B. dost c=dost B. dot 7, 
przez co bedzie: 

dot z=sty B. dost c; dost C 
dost B. wst (A-2) 


szej = 
‘ wst x. 


dot b= 
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97. Przypadek 5. . Mając dane kąty A, 
B i bok a, jednemu z nich przeciwny, 
wyznaczyć boki 4, c, i kąt C. 

Przypadek ten zupełnie podobny 
drugiemu, rozwiązuje się tym samym 
sposobem, i ma podobneż niepewności. 

Bok b wyznacza się za pomocą pro- 
porcyi: 

wst A: wst B==wst a: wst b, 

Bok zaś c i kat © znajdują się za 
pomocą formuł: 

wst Z (A-L-B) 

wst 2 (A—b)" 

wst Z (a+b) 

wstż (a—b)' 

lecz bok c wyrachować także można za 

pomocą równania (7) 

dot a. wstc — dost B. dostc==dotA.wstB. 

w którem uczyniwszy dot a= 

dost B. dot x, wypadnie: 


sty z c=sty 7 (a—b) 


dotz C=styz (A—B). 


dot a sty B. wst x 
dot x=qogth" "St Gee laa Ig 


Poczem kat C mozna wyznaczy¢ albo 
z proporcyi: 
wst a: wst c=wstA: wst C, 
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albo też z równania: 
dosta. wstB.wstC—dostB, dostC=dostA, 
którego pierwsza strona przywodzi się 
do jednego wyrazu czyniąc: 
dost a. wst B—=dost B. dot Z. 
ztąd dot x—=dost a. sty B; wst (0—7) 

dost A, wst X 

= dost B. 

98. Przypadek 6 i ostatni. Mając dane 
trzy katy A,B, C, wyznaczyć trzy boki 
a, b,c. 

Przypadek ten rozwiązuje się tym 
samym sposobem co pierwszy. ‘Tak 
np: aby wyznaczyć bok a, bierze się 
się równanie (11), z którego wypada 
naprzód: 


__dost A--dost B. dost C 
PAK wsł B. wst C. 


Dalej ‘za pomocą przemian w wspo- 
„mnionym przypadku użytych, ET 
dziemy wyrażenia wst 4 a, dost = 
sty = a, dogodniejsze do logarytmi- 
cznego rachunku. I tak, czyniąc A- 
B--C=180*+-2 P» wyrażenia te będą 
następujące: 


11 
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wst z a= wst P. wst (A—P) 
wst B. wst C. 
dostz a= V/ wst (B—P) wst(C—P) 
i wst b.wst O. 
sty } a= wst P.wst (A—P) _ 
wst (B—P)wst(C—P) 
Uwaga. Jeżeli trzy ostatnie przy- 
padki mają tak wielkie podobieństwo 
z t rzema pierwszemi, pochodzi to ztąd, 
że mogą być da nich przywiedzione, 
na mocy własności trójkątów połar- 
nych. 


UWAGI. 


Tylko w drugim ipiątym przypadku 
zachodzi niepewność co do gatunku 
niewiadomej; wybadać przeto należy, 
po jakich cechach poznać można, czy 
mająbyć dwa rozwiązania, czy też tylko 
jedno; w tym célu podamy pierwéj nie- 
które prawdy, na których się dalsze 
uwagi opierać będą. 

Wystawmy sobie na kali półkole 
DCD fig. 31. prostopadłe do koła, weź- 
my CD <909, i z punktu © poprowadź- 
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my do różnych punktów okręgu DHD 
tauki kot wielkich CB, GB, CH, ..... 
nakoniec przedłużywszy CD do C, ak 
aby OD było równeCD, złączmy punkt 
C,z punktem B. Trójkąty CDB iCDB 
mają po kącie prostym zawartym mię- 
dzy bokami równómi, więc CB=C'B; a 
a że GDC<CB+-CB, więc CD<CB. 
A zatćm, lod tuk CD jest najmniejszy 
z łuków, które poprowadzić można 
z punktu C do okręgu DHD‘; łuk zaś 
CD jest największy. 

Przypuściwszy że DB—=DB; trójka- 
ty CDB, CDB', mają także pokacie pro- 
stym zawartym między bokami równé- 
mi, więc CB—=CB'; a zatéin 22, fuki 
pochyte równo oddalone od CD lnb CD' 
są równe. 

Nakoniec dajmy że DH> DB; po- 
prowadziwszy C'H, przedłużmy CB, 
aż do przecięcia się w I z CH. Ponie- 
waż tuk CC’ jest mniejszy od półkola, 
więc przedłużenie CB przetnie go za 
C; co wymaga, aby przecięcie nastą- 
piło między HiC; a przeto CI--IG 
<C1I--1B, a tem pays ta CB+BC< Cl- 
--IC. Lecz IC<C{H+HC, więc CI--IC 


T 
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<CH--HC, a tem bardziej CB--BC 
<CH--HC. A'że CB—BC, a CH 
=HC, więc BC< HC, a tém samém 32, 
łuki pochyłe tém są większe, im baj. 
dzićj się oddalają od fuku CD, albo 
im bardzićj się zbliżają do taku CD‘. 
Dajmy teraz iz chcemy wykreślić trój- 
kat kulisty, mając dane dwa boki a, 
bi kąt A przeciwny bokowi a. 


Uważać tu najprzód wypada, że nie- 
które przypadki, w których nie mo- 
tna wykreślić trójkąta, wskazuje sam 
rachunek i aby to okażać , wykreślmy 
kąt CAB=A i weźmy AC fig. 32 i 
33. Boki AC i AB przedłużmy do 
przecięcia się w E i spuśćmy łuk CD 
prostopadły do AK. Łuk CD powi- 
nien być tego samego gatunku co kat 
A; gdy więc "kąt A jest ostry, łuk CD 
jest najkrótszą odległością punktu G 
od pół-okregu AE; gdy zaś kąt A jest 
roztwarty, fuk CD jest najwię | kszą od- 
ległością tegoż punktu od pół- okręgu 
A W pierwszym przypadku nie bę- 
dzie można wykreślić trójkąta, jeżeli 
a<CD, a ztąd wst a Cwst CD, w dru- 
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gim zaś także nie będzie można wy- 
kreślić trójkąta, jeżeli a>CD, a ztad 
wst a> wst CD. Lecz że w trójkącie 
prostokątnym ACD jest: 

1: wst b=wstA:wstACD==wstb X wstA. 


więc wobu przypadkach byłoby wst a 
<wst b X wst A. 


Szukając zaś kąta B, w trójkącie 
ACB, jest: 


wst b. wst z 
wst a; wst Azzwstb: wst B= 


wst a. 
więc ta ważność wstawy kata B, by- 
łaby większa od |, co być nie może. 

Gdyby było a=CD, byłby tylko je- 
den trójkąt prostokątny ACD, co też 
pokazuje ważność wstawy kąta, która 


w tym przypadku przywodzi się do je- 
dności. 


Pominawszy te przypadki, zastanówmy 
się szczególnićj nad rozmaitemi stosun- 
kami wielkości, jakie zachodzić moga 
w danych a,b, A. 

Dajmy że A<90° i b<90? fig. 33. 
Ponieważ A i b są mniejsze od. 90°, 
wiec i AD jest także mniejsze od 90°, 
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a tem samem AD<DE; gdy zaś prócz 
tego a<b, natenczas można między 
łukami CA i CD, zakreślić tak CB—=a, 
i z drugićj strony między GD i CEtuk 
CB'—CB=a; to jest: ze są dwa trójkąty 
ACB i ACB' zamykające też same dane 
a, b, A. Gdy a=b trójkąt ACB ginie, 
i zosteje tylko trójkąt ACB. Gdy 
zaś a--b—=1809, albo a--b> 1809, 
punktB' przypada w E, albo za phuktem 
E, i wtedy niema żadnego trójkąta. 


Tym sposobem rozbierają się wszy- 
stkie inne przypadki, którego to roz- 
bioru wypadki wskazuje następująca 
tablica; gdzie znak < znaczy równe al- 
bo większe, a znak b równe albo mniej- 
sze: 


a< b . , +. dwa rozwiązania. 
b<go®Japb... jedno rozwiązanie. (zania. 
a-|-b[>180? żadnego nie masz rozwią- 
a-|-b<zi80?dwa rozwiązania. 
A<gu?. b>>go? a-|-b[>180? jedno rozwiązanie. 
a[>b . . . żadnego rozwiązania, 
b—=00° a<<b . . « dwa rozwiązania. 
—90 laf>ó .. . żadnego niema rozwiąza 
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a+-b>180° dwa rozwiązania. 
b<g90°2 a-|-b<] 180° jedno rozwiązanie. 
a<]b . . . żadnego niema rozwiąż, 
(az + +» dwa rozwiązania. 
aL TOs tes jedno rozwiazanie, 
a--b[>1809 żadnego rozwiązania, 


A> g0°. b>90° 


re a>b . .. dwa rozwiązania. 
zag a<jb . « , żadnego, 


a>b „. . jedno rozwiązanie. 
b<<go? a<jb ... żadnego. 
a--b[>1809 żadnego. 

a<cb .. . jedno rozwiązanie. 
A=90°. < isolani 4 «e  ZAUNEDO. 
a--b[> 180° żadnego. 


o 


azzgo” . nieograniczona liczba 
b=90° > 
90 . Żadnego. 


ago (rozwiązań. 


102. Na mocy własności trójkąta polarne- 
o, można wypadki te zastósować do 
trójkąta, w którym są dane A, B, a, co 
należy do piątego przypadku; potrzeba 
tylko wszędzie zamienić a, b, A, na A, 

B, a, znak > na < a < na >. 

Gdy dane odpowiadeją jednemu z przy- 
padków, w którym jedno tylko powin- 
no bydź rozwiązanie, a rachunek daje 
dwa, wtenczas dla przekonania się, 
które rozwiązanie brać należy, dosyć 
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uważać, że największe kąty powinny 
; CRAY TA 

być przeciwne największym bokom, 

i odwrotnie. 


I tak dajmy, że A==112°, a==1029, 
b—=106%. W tablicy powyższćj między 
wypadkami odpowiadajacémi A>90°, 
uważajmy te, w których b>90°, a mie- 
dzy innémi miejmy wzglag na ten, w 
którym aDb. Nadto zważając, ze sum- 
ma a--b równa 208° nie odpowiada 
przypadkowi a+41>180°, wniesiemy, 
że jedno tylko jest rozwiązanie; lecz że 
b>a więc i kąt B jest większy od ka- 
ta A. 


Zastosowanie Trygonometryt kulistej. 


103. Zagadn. l. Przywieść kąt do po- 
ziomu. 

Rozwiązanie. Niech będzie kąt BAG 

fig. 34. leżący na płaszczyznie pochy- 

46}, AD linija pionowa przez wierzcho- 

tek A przechodząca. — Poprowadźmy 

płaszczyznę poziomą MN przecinejącą 

linije AB, AC, i AD w punktach E,F,G. 

Kąt EGP jest rzutem poziomym kąta 

BAC, czyli jest kątem do poziomu przy- 
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wiedzionym; iten to kat EGF potrze- 
ba obliczyć, przypuszczając, że wiado- 
me są kąty BAC, BAD i CAD, które 
katomiarem wymierzyć należy. 

Zagadnienie to fatwo rozwiązać mo- 
zna, przez wykreślenie; ponieważ li- 
nija AG jest dowolna, będzie zatem 
dostateczna liczba danych do wykre- 
ślenia tak trojkątów prostokątnych 
BAG i FAG, iakoteż trójkątów BAF i 
EGF. 

Łatwo także znaleźć ważność kata 
EGF. Zakreśliwszy bowiem kulę z pun- 
ktu A jako środka, promieniem Sakim- 
kolwiek , linije AB, AC, AD, wyznaczą 
trójkat kulisty BCD, którego boki będą 
wiadome, jako miary kątów danych, 
a kat BDC tego trójkąta jest kątem 
szukanym EGF. 

Za pomocą więc pierwszego przy- 
padku o trójkątach kulistych ostro lub 
roztwarto- -katnych , rozwiazemy zaga- 
dnienie; to jest weźmiemy | formułę: 


wst 2 a= Vrs (p—b)s wst (p— c) 
wst b. wst c. 


i wnićj uczynimy a=BAC, b=BCD, 
c—CAD; p==4 (a--b+-c). 
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Dajmy np. że a=47945'39*, b==699 
49'19", c=8091736". | 
będzie: 2 p—=197952'34"; p=98956'17*, 
p—b—=2V, 698", p—c=1893841",ira- 
chunek odbędzie się w następujący spo- 
sób: 
log wst (p—b)—=9,6871552. 
~ log wst (p—c)==9,5047412. 
dop log wst b=0,0275078. 
' dop log wst c=0,0062623. 
2 log wst $ A=19,2256665. 
log wst 2 A=9,6 128332. 
ztąd z A==24°12'27",9, 
A—=46224'56*, 
Zagadn. 2. Mając daną szerokość i 
długość geograficzna dwóch punktów 
ziemskich, wyznaczyć ich odległość od 
siebie. | 
Rozwiaz. Niech będa A iB fig. 35, 
dane dwa punkta. Przypuśćmy że 
QR jest równik, C biegun północny, a 
CED i CFD południki punktów Ai B; 
nakoniec, Ze długości uważają się od 
punku P w kierunku PEF. 
Różnica długości PF—PE jest równa 
łukowi EF czyli katowi C zawartemu: 
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między dwoma południkami; a łuki 
AC, BC są dopełnieniami danych sze- 
rokości AE i BF. W trójkącie więc 
kulistym ABC wiadome są dwa boki 
i kąt C między niemi zawarty, wyra- 
chować zaś potrzeba bok trzeci AB, co 
się uskuteczni za pomocą formuł: 

dot X==sty b. dost C; 
dost b. wst (a--%) 

wst x, 

Dajmy że np. długość punktu B jest 
6°,49', szerokość 46°23'14"; długość 
punku A, 54°35’, szerokość 4°56'15"; 
obie te długości niech będą zachodnie 
i liczone od południka Paryzkiego, 
obie zaś szerokości północne. 

Za pomocą tych danych znajdziemy 
naprzód: 

C—54?35—6940—=47946", a—=909 
—46? 23'14*=4 1 936'46,b==909 — 4°56" 
15*—=85 0345". 


dostc—. 


Rachunek kąta posiłkowego z. 


log dost C= 9,8274671. - 
_log sty bz sty b=1 1,0635386. 


“log dot z=—10,89 10057. 
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ztąd z=7 ,19'26" 
a4-x=489 56'12". 
Rachunek boku c. 
log dost b—=8,9348468, 
łog wst (a-|-x )—9,8773621, 
op lo log wst x=0 „8945642. 
~~ log , dost c—9,70¢ 7067731. 
ztad c=59° 23° 54” 38. 


A zatem fuk mierzący odległość pun- 
któw A i B zamyka 59923'54",38; odle- 
głość tę wyznaczymy w milach geo- 
graficznych, uważając Ze jeden stopień 
południka zamyka mil geografiicznych 
15; azatem że l: 5092354", $815: x; 
' ztąd ac=59%2354", 38X 15; czyli, za- 
mieniwszy na sekundy: 


__213834, 38X15 
TW feo. DOE 


KoNiEc. 
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